Bélma 1. EHTIMAL NOZORIYYOSININ PREDMETI. ELEMENTAR HADISOLOR
FOZASIL.TOSADUFU HADISOLOR VO ONLAR UZORINDO OMOILOR

Ehtimal nazariyyasinin predmeti.

Bu giin ehtimal nozoriyyosi biitiin tobiot elmlorinin tomol dasi, statistika iso insan
foaliyyatinin biitiin saholorinin ayrilmaz hissosidir”.Moshur Amerika alimi Kasin bu
kolam1 ehtimal nozoriyyasi vo riyazi statistikanin miiasir dovrdo oynadigi rolu ¢cox gozol
ifado edir.Buna goro do bu elmlorin osaslari ilo tanis olmagi riyazi modoniyyastin zoruri
komponenti hesab etmak olar.

Ehtimal nozoriyyasi — nazori vo totbigi ohomiyyat kosb edon riyazi elmdir.indi elm
va texnikanin elo bir sahasi yoxdur ki, orada ehtimal-statistika {isullarindan bu vo ya basqa
daracads istifade edilmoesin.Bu cohot hom ehtimal nazariyyssinin, ham do onun totbiq
edildiyi miixtolif elm saholorinin (mosolon, riyaziyyat, fizika, kimya, biologiya,
iqtisadiyyat, ekonometrika, tibbi elm, horbi 15, texnika vo s.) inkisafina genis imkan
vermisdir.

Son bir ne¢o onilliklor orzinds riyaziyyatda yeni elmi istigamotlor meydana
golmisdir.Bunlardan etibarliliq, kiitlovi xidmot, stoxostik proqramlasdirma, atos,doniz
dalgalari, meteorologiya, miisahidonin xatalari, informasiya, radiotexnika, rabito  vo s.
nozariyyalori gqeyd etmak olar. Ehtimal nazariyyasinin totbiq saholori daim genislonir vo bu
proses bu giin do davam edir.Konkret hoyati masoalolori hall etmoys imkan veron bu elmi
istiqgamotlor ehtimal nozariyyasinin inkisafina osaslanir.Indi ehtimal nozoriyyosine noinki
riyaziyyatci, habelo miihandis, iqtisad¢i, geoloq, hakim, fizik, kimyaci, bioloq va s. kimi
miixtalif pesa sahiblori miiraciot edir.

Tobiot vo comiyyat qanunlart sabab olagolorinin tozahiirli formalarina gore
deteminik va statistik qanunlara boliiniir

Molumdur ki, riyaziyyat , basga elm sahoalorindo oldugu kimi, ger¢ok alomdo bas
veroan hadisa vo proseslorin qanunlarini Oyronir.Buna klassik niimuns kimi Nyuton
mexanikasini gostormoak olar.Goy cisimlorinin ¢oxasrlik miisahidosi naticasindo onlarin
horokot qanununlar riyazi diisturlar soklindo verilmisdir.Mexanikanin ganunlarina asason
Glinos sisteminin planetlorinin mévcud voziyyatino goro onlarin  golocok zamanin
istonilon anina vaziyyoti praktiki olaraq birqiymatli toyin edils bilir.Eyni zamanda giinos
vo ay tutulmalarimin tarixini avvalcadon sdylomok olar.Biitlin bunlar determinik
qanunulardir.

Bununla yanagi makroalomin oksor hadisalori haqqinda bizim giinbagiin dorinlogon
va doqiqgloson kifayot qador biliklorimiz olmasina baxmayaraq onlarin kegmisi vo golocoyi
haqqinda doaqiq fikir sdylomok miimkiin deyildir.Masalon, iglimin uzunmiiddatli, havanin
159 qisa miiddatli doyismosi prognozlasdirmanin obyekti sayila bilmoz.Mikroalomin oksor
ganun vo ganunauygunluqlart determinik ¢or¢ivoys daxil edilo bilmoz.Masalon, nozori
fizikaya gors konkret anda elektronun vaziyyati hagqinda he¢ no demok miimkiin olmadigi
halda, onun fozada paylanma voziyyati haqqinda danigsmaq olar.Bii ciir qanunlara statistik
qanunlar deyilir.Statistik qanunlara gora sistemin goalocok vaziyyati birqiymatli olaraq
deyil, miioyyan ehtimalla miioyyan edilir.

Ehtimal nazariyyosinin miihiim totbiq sahslorindon biri do iqtisadiyyatdir.Bu giin
iqtisadi proseslorin tadqiqi vo prognozlasdirilmasimi ehtimal nozariyyosino osaslanan



ekonometrik prognozlasdirma, reqressiya analizi, trend vo hamarlagdirma modellari vo bir
sira digor tisullardan istifado etmodon tosovviir etmok miimkiin deyildir.

Iqtisadiyyatin sigorta ehtiyati, ehtiyat giiclori, Dévlot ehtiyat1 vo bu kimi anlayislari
statistik ganunauygunluglarin mévcudlugunu tosdiq edir.Bu iso ehtimal nozoriyyosinin
totbiqini zoruri edir.Eyni zamanda qeyd etmok lazimdir ki, tosadiifsiiz inkisaf miimkiin
deyildir.Hoyatin yaranmasini, bioloji névlorin tokamiiliinii, bosoriyyot tarixini, insanlarin
yaradiciliq foaliyyatini, sosial-igtisadi sistemlorin inkisafini tosadiifsiiz tosovviir etmok
olmaz.Beloliklo, tosadiifiin tozahiiriino hadisonin artiq formalasmis istigamotdon miisbat (
yeni elmi kosflorin vo texnologiyalarin totbiqi, istesalin togkili vo idaro edilmasinin yeni
formalar1 vo s.) vo monfi ( kortobii falakotlor, avadanligin siradan ¢ixmasi, isgilorin
xostolomasi, onlarin fiziki vo psixi veoziyyati vo s.) konarlagma kimi baxmaq
lazimdir.Biitiin bunlar bilavasito hadisonin axarinin ohomiyyatli surotdo doyismosino
gotirib ¢ixarir.Bazat iqtisadiyyat1 soraitindo xalq tosorriifatt saholorinin olagolori daha da
miirokkablogir.Beloliklo, dinamik sistemin inkisaf qanunauygunluqlarmma gors sosial-
iqtisadi hadisalori tasvir edon qanunlarin statistik xarakteri giiclonmolidir.

Biitiin bunlar iqtisadi hadiso vo proseslorin statistik analizinin bir vasitosi kimi
ehtimal nozariyyasi vo riyazi statistikanin metodlarinin monimsanilmasini zoruru edir.

Insan foaliyyatinin biitiin sahalorindo naticosi tosadiifdon asili olan, yoni naticasini
ovvalcadon sdylomok miimkiin olmayan hadisolora tez-tez rast golinir.Masolon, sigorta
edilmis omlakin tobii folakot noticosindo siradan ¢ixmasi tosadiifiin naticosidir.Belo olan
halda tosadiifii hadisalor hagqinda avvalcodon no iso sdylomok olarmi vo yaxud sigorta
sirkatlori 6z islorinda nayi asas tuturlar? Malum olur ki, sigorta edilmis ayrica bir obyektin
golocok taleyi hagqinda he¢ no sdylomok miimiikn olmasa da, onlarin oksoriyyatinin
voziyyati haqqinda yaqinlikla cox sey demok olar.

Real gercoklikdo bas veron hor bir hadisoni Oyronmok {iclin insanlar miioyyon
miisahidalor, tocriibolor, 6lgma i1slori — sinaqlar aparirlar. Miimkiin qadar ¢ox aparila bilon ,
praktiki olaraq geyri- moahdud sayda tokrar edilo bilon sinaqglarin naticasine asasan hamin
hadisonin xassolori vo qanuna uygunlugu askar edilir. Insanlar bu ganunauygunlugu
Oyronmoklo miioyyon dorocodo tosadiifii hadisolori idaro etmoyi, onlarin tosirinin
noticalorini avvolcodon sdylomoyo vo aradan qaldirmaga, hotta onlardan 6z praktiki
foaliyyot saholorindo mosadyonlii sokilds istifado etmok imkani oldos edirloar.

Tutaq ki, eyni sortlor kompleksi daxilinds aparilan sinaq naticosindo hadisa bas vera
va vermayas bilor.Onda tosadiifii hadisoni, hadisonin bagverma sayinin aparilan sinaqlarin
sayina nisbati olan hadisonin tezliyi ilo xarakterizo etmok olar. Tezliyo misal olaraq
miloyyan yasayls montoqasinda il arzinds dogulan oglanlarin hissasini, mohsul istehsalinda
keyfiyyatsiz mohsulun xiisusi ¢akisini va s. gdstormok olar.

Coxlu sayda sinaglardan ibarat miixtolif seriyalarda hadisonin tezliyi miioyyan sabit
odad otrafinda ehtizas etdikdo deyirlor ki, bu hadisonin tezliyi dayaniqliq xassesino
malikdir.Masalon, oglan dogulma hadisasinin tezliyi bu xassayo malikdir.

Tezliklori dayaniqliq xassasino malik olan tesadiifii hadisolora miixtalif bilik
sahoalorinds o ciimlodon, fizikada , biologiyada, kimyada, masingayirma sonayesindo, atos
nazariyyasindo, iqtisadiyyatda va s. tez-tez tosadiif edilir.

Hadisonin tesadiifiiliiyli onun sobabsiz olmasi anlamina gatirmir.Tobiat hadisalori
bir-biri ilo qarsiligh olagodadirlor vo bir-birilorini  sortlondirirlor.Onlarin  birinin
doyisilmasi digorinin doyisilmosino sobab olur.Gergok alomdo ayrica gotiiriilmiis heg¢ bir



hadisoni anlamaq miimkiin deyildir.Oksins istonilon hadiso onu ohato edon hadisoslorlo
qarsiligh olagodo gotiirtildiikde onu anlamaq vo osaslandirmaq olur. Masolon, atog zamani
morminin hodofi vurmasi tosadiifii hadisadir vo onun sobabini asaslandirmaq olar.Belo ki,
morminin liclis traektoriyasina coxlu sayda faktorlar tosir edir.Onlarin hor biri miixtolif
anlarda komiyyatco miixtalif tasirloro malikdirlor.Ona goéro do miioyyon zaman kasiyindo
onlarin hor birinin morminin traektoriyasia ayriligda vo birgo tosirini qiymotlondirmok
mimkiin olmur vo noticodo morminin hoadofi vurmas: tosadiifiin naticasi olur.Demali,
morminin hodofi vurmasina bir hadiso kimi baxdiqda, aparilan tocriibo zamani o, bas vers
da bilar, vermayas do bilor.Bels hadisonin konkret bir tocriibs zamani bas vermasi haqqinda
gqabagcadan he¢ no demok miimkiin olmasa da , coxlu sayda ardicil aparilan tocriibolor
naticasindo onun bas verib-vermomasi haqqinda bazon miisyyon qanunauygunluq almaq
olar.

Belaliklo, ehtimal nazariyyasi tezliklari dayanigli olan tesadiifti hadisalori yranir vo
bu hadisslorin kiitlovi tokrarinda onlarin qanunauygunluqglarini agkar edir.

Qanunauygun hadiso dedikdo miinasib soraitdo hokmon bas veron hadiso basa
diisiiliir.Yuxarida qeyd edildiyi kimi, elo hadisolor do vardir ki, onlarin bas verib-
vermomosi tosadiifii xarakter dasiyir.Masoalon, bir atogs zamani atilan giillo hodofo doyado
bilor, doymoyada bilor; sigorta edilmis omlak tobii folakot noticosindo siradan ¢ixada bilor
cixmayada bilor. Belo hadisolorin ganunauygunlugunu gabaqcadan sdoylomokdo segilon
riyazi model boyiik rol oynayir, yoni ehtimal nozoriyyasi oslindo tosadiifii proseslorin
riyazi modelini dyronon riyazi elmdir.Basqa s6zlo, ehtimal nozoriyyasi riyazi modellordo
tosadiifu hadisalorin ehtimallar1 arasinda elo olage toyin edir ki, bu slagelor miirakkab
hadisalorin ehtimallarini daha sads hadisslorin ehtimallar1 vasitosilo hesablamaq imkani
Verir.

Eyni soraitde har hansi hadisoni 6yronmak {iciin ardicil olaraq aparilan miisahids vo
tacriibalarin naticasi ¢ox zaman eyni olmur.Dayigsmayon soraitds eyni bir cihazla aparilan
Olgmolorin noticasi, imumiyyatlo miixtalif olur.Buna gora do aparilan har bir tocriibonin
va ya miisahidonin naticasini avvalcodon sdylomok ¢ox zaman miimkiin olmur.

Tosadiifii hadisonin ganunauygunlugunu ancaq onu eyni bir soraitdo tokraron coxlu
sayda miisahido etdikdo gormok olar.Buradan bels bir naticoys golirik ki, ancaq praktiki
olaraq geyri-mohdud sayda miisahids edilo bilon hadisalori dyranmak olar.Belo hadisalora
kiitlovi hadisalor deyilir Buna géra do ehtimal nazariyyasinds asason kiitlovi hadissler,
yani praktiki olaraq eyni soraitds istonilon sayda tokrar oluna bilon hadisalar dyranilir.

Burada geyd etmok lazimdir ki, tosadiifii hadisolori dyronmok ii¢lin he¢ do onlarin
faktiki olaraq coxlu sayda miisahido etmoyo lizum yoxdur.On sado hadisalorin
qanunauygunluglarini dyronanib vo bunun osasinda miivafiq nazoriyyani quraraq daha
miirokkob hadisolorin, hotta praktiki olaraq bilavasito miisahido edilo bilmoyon, lakin
prinsip etibar1 ilo xayalon coxlu sayda miisahido edils bilon hadisalori nozori olaraq
oyronmok olar.Masslon bir ugus {i¢iin nozords tutulmus kosmik gominin layiholondirilmosi
prosesinds biitiin vasitolorin saz islomasing vo ligusun miivoffoqqiyyetlo hoyata kegmasino
omin olmaq ti¢lin ii¢lisii tomin edon vasitalorin etibarliligini todqiq etmok olar.Elmin giicii
ondadir ki, bilavasito miisahidolordon almman sado miiddoalara asaslanaraq bilavasito
miisahido aparmadan nozori Usullarla yeni faktlar1 askara cixarmaq vo onlarin axarlni
ovvalcadon sdylomok olar.



Hor bir hadiso kimi tosadiifii hadisolor do miioyon sobablor iiziindon meydana
cixir.Hadisolorin imumi olagolori qanununa goro otraf alomdo bagveron biitiin hadisolor
qarsiligh olagodadirlor va biri digorine tosir edir.Ona gora do miisahido edilon hor bir
hadiso qeyri -mohdud sayda digor haisolorlo sobob olagosindadir vo onlarin axari qeyri -
mohdud sayda amillordon asilidir.Qeyri-mohdud sayda olan bu olagolorinin hamisini
Oyronmok vo onlarin hor birinin tosirini  qiymotlondirmok iimumiyyotlo miimkiin
deyildir.Ona gora do bu vo ya digor hadiso dyronildikdo hadisonin axarint miioyyonedon
asas amillarlorls kifayatlonirlor va kifayat qodar coxlu sayda ikinci doracali amillari nozars
almirlar.Biitiin bunlar iso hadisonin mahiyyotini daha dorindon anlamaga vo onun
qanunauygunlugunu askar etmays imkan verir.Basqa s6zlo dyronilon hadiss miivafiq sado
model ilo ovoz edilir.Bunun noticosindo elmin istonilon qanunu Oyronilon hadisonin asas
mahiyyotini oks etdirir, lakin, o, hadisonin 6ziindon daha basitdir.He¢ bir gqanun hadisoni
hartorafli, onun biitiin miixtalifliyi vo tamlig: ilo xarakteriza eda bilmaz.Qeyri — mohdud
sayda nozoro alinmayan amilorin birgs tosri hesabina real hadisonin qanunauygunlugdan
miisiihido edilon konarlagmalari tosadiifii hadisolordir.

Hor hansi bir hadisonin qanunauygunlugunu tocriibii olaraq miioyyon etmok ii¢iin
onu eyni bir soraitdo tokraron cox sayda miisahido etmok lazimdir.Bu zaman eyni bir sorait
dedikdo nozarot edilon amillorin biitiin komiyyst xarakteristikalarinin eyni bir qiymaot
almasi basa diisiiliir. Bununla belo nozarot edilon biitiin amillor miixtalif olacaqdir.Noticodo
eyni bir hadisonin miixtslif miisahidslorinds nazarst edilon amillarin tosiri praktiki olaraq
eyni olacaqdir.Hdisonin ganunauygunlugu elo burada aydinlasir.Nozarst edilo bilmoyan
amillorin tosiri hesabima qanunauygunlugdan tosadiifii konarlagmalar iso miixtalif
miisithidolor do miixtslif olacaqdir. Tosadiifii konarlagmalarin konkret miisahidods hansi
giymat alacagini prinsip etibart ilo avvalcodon sdylomok miimkiin deyildir.

Ehtimal nozoriyyasinda riyaziyyat elminin bir ¢ox sahslorinde istifado olunan
tisullardan vo alinan naticolordon (kombinator analizdo, riyazi analizds, cabrdo, montiqds
va s.) genis istifado olunur.Ancaq ehtimal nozoriyyasinin sirf 6ziino moxsus Oyronma
tisullar1 vardir.Clinki onun &yrondiyi mosalolorin oksariyyatindo doqiq riyazi qurulus
olmur va belo masalalorin riyazi modelini qurmaqda nazari ehtimal intuisiyadan istifado
oluna bilar.

Ehtimal nozoriyyesinin  analitik  isullarinin  islonib  hazirlanmasinda  vo
timumilosdirilmosinds Muavrin (1667-1754), Laplasin (1749-1827), Qausun (1821-1894),
Puassonun (1781-1840), Cebisevin (1821-1894 ), Markovun (1856-1922), Lyapunovun
(1857-1918) boyiik xidmatlori olmusdur.

Miiasir ehtimal nozoriyyssini aksiomlar sistemi osasinda qurmaga cohd edon
S.N.Bernsteyn (1880-1948), lakin tam quran A.N.Kolmogorov (1903-1987) olmusdur.Bu
nozoriyyays inkisaf tempi veran bir sira alimlorin, o ciimlodon, Xinginin (1894-1959),
Sluskinin (1880-1948), Levinin (1886-1971) v. s. alimlorin adlarin1 gqeyd etmoak olar.



TOSADUFU SINAQLAR

Ehtimal nozoriyyasinin osas anlayislarindan biri tosadiifii (stoxastik) sinaq anlayisidir.

Naticasini avvalcadon sdylomok miimkiin olmayan sinaqlara toesadiifi sinaqlar deyilir.

Praktiki vo elmi faaliyyotin miixtolif sahslorinds coxlu sayda tokrar edilo bilon
sinaqlara vo miisahidslora rast golinir. Bu ciir hallarda sinagin naticalorinin miioyyon
xarakteristikalari har hansi bir alamaot {izro miisahids edilir vo yaxud olgiiliir.

Oksor hallarda bu xarakteristikalar miiosyyon komiyyatlo ifads edilirlor. Miisyyon
hallarda iso miisahidenin naticasi keyfiyyst xarakteristikasina malik olur. Aydindir ki, agor
sinaq zamani hor hansi bir obyektin rongi miisahido edilirso vo yaxud sinaq ilo olagodar
hadisonin bas vermosi vo ya vermomosi, mohsulun keyfiyyoti miisahido edilirso onda
sinagin noticosi keyfiyyot xarakteristikasina malikdir. Axirinci halda sorti isarolor
sistemindon istifado etmoklo sinagin noticalorini, yoni xarakteristikalari homiso komiyyatlo
ifado etmok olar.

1. Ogor sinaq zamani zaor atilirsa onda sinagin noticasi 1,2,...,6 rogomlorindon
biri ilo ifads edilir.
2. Ogor har hansi rayonda dogulmus usagin cinsi miisahids edilirsa, onda har

bir miisahidonin naticasi bilavasito komiyystlo (miioyyon odadlo) ifado edilmir. Ancaq
sorti olaraq oglan dogulmasmi “17-la, qiz dogulmas1 “0” ilo isaro etsok onda hor bir
miisahidonin noticasi adadlo ifads edilocokdir.

Oxsar monzoroni hadisoni idars edon qanunlar molum oldugda vo tocriibi
hesablamalarda onlarin istifadasi kifayat qador sads oldugda da sdylomak olar.

Ancaq oksar hallarda ayri-ayr1 miisahidolorin naticolorini avvalcadon sdylomok ticiin
bizim biliklorimiz kifayst etmir.. Bu ciir sinaqlara tosadiifii sinaqlar deyilir.

Smaq anlayisinin ¢ox genis monasi vardir.Metal pulun dosomo {izorino atilmasi,
miioyyon hodofa atos agilmasi, hor hansi fiziki komiyyatin 6l¢lilmasi, nord oyunu zorinin
taxta lizorino atilmasi va s. sinaga misaldir.

Hor bir sinaq miioyyon sortlor vo ya sortlor kompleksi daxilindo yerino
yetirilir.Simnagin aparilma sortlori avvacodon molum olur vo yalniz bu sortlor 6donildikds
sinaq aparilir. Tokraron aparilan sinaq zamani bu sortlor doyisilmaz qalir.

Har bir sinaq 6z aparilma sortlari va naticalari ilo xarakterizo
olunur.Sinagin aparilma sortlori doyisdikde hamin sinaq dayisir , bagqa sinaq alinir.

Tutaq Ki, , U tokraron aparila bilon ( albatto, eyni sortlor daxilinds ) sinaqdir. U sinaginin
hor bir icras1 zamani alinan naticoys hadiso deyilir.Masolon, U simagi tam diizgiin
formada olan bir zori ¢ox hamar sothi olan taxta iizorino atmaqdan ibarst oldugda hadiso
olarag

1. Atict 4 hissoyo boliinmiis hodofo atos agir.Bu zaman atos sinaqdir, hodofin miioyyon

hissasinoe diismoak iso hadisadir.

2. Qutuda rongli sarlar vardir.Qutudan tosadiifii qaydada hor hansi sar ¢ixarilir.Sarin

cixarilmasi sinaq, sarin miiayyan rongs malik olmasi ise hadisadir.

Aparilan sinaq zamani nozords tutulan hadiso bas vera do bilor, vermays do

bilar.

Smagin hor bir icrasinda hokmon bas veron hadisoyo yaqin hadiso deyilir.Simagin
he¢ bir icrasinda bas vermoyon ( vo ya hokmon bas vera bilmoyon ) hadisoyo miimkiin
olmayan hadiss deyilir.



Nohayat, sinagin icrast zamani nazards tutulan hadiss bas vera da bilirss, vermays
do bilirsa , yoni sinaq zamani homin hadisonin bas verib-vermomasi haqqinda gabaqcadan
he¢ no demok miimkiin deyildirso, onda homin hadisoyo tosadiifii hadiso deyilir.

Olbatto, hor bir hadisonin miisyyan bir sinaga nazoron ( yoni aparilan miioyyon bir
sinaq noticosindo ) yaqin, miimkiin olmayan, tosadiifiii olmasindan danmismaq olar. Bir
sinaga nozoran yoaqin, miimkiin olmayan vo tosadiifii olan hadiso basqa bir sinaga nozoron
bagqa xarakterli ola bilor.

ELEMENTAR HADISOLOR FOZASI.

Tutaq ki, tokraron aparila bilon har hanst U sinaginin icrasinda ciit-ciit uyusmayan
o,(i=12,..) naticolorindon ancaq biri bas verir.Bu halda , o, naticolorinin hor biri U

smaginin elementar hadisesi ( vo ya elementar noticasi ) adlanir.Biitiin belo elementar
hadisalor ¢coxluguna U siaginin elementar hadisslor fozasi deyilir vo Q il isars olunur:
Q= {a)l,a)z,...}

Hoyatda istonilon sayda tokraron aparila bilon miixtolif smaqlar vo onlarin
elementar noticolori vardir.Bunlarin hor birini ayriligda Syronmoyin he¢ bir elmi
ohomiyyoti yoxdur.Buna goro do ehtimal nozoriyasindo konkret elementar hadisalor vo
elementar hadisslor fozasi deyil, iimumi ( abstrakt ) elementar hadisolor fozas1 Gyranilir.

Umumiyyatls, ixtiyari tobiotli » elementlorinin Q@ ¢oxlugu elementar hadisolor
fozasi, onu toskil edon @ elementlori i1so elementar hadisalor adlanir.Har bir real hadiss va
prosesi dyronmok ti¢lin uygun elementar hadisolor fozasi toyin edilir.Baxilan sinagin ciit-
clit uyusmayan uygun naticalori iso elementar hadisolor hesab olunur.

Hadiso anlayis1 iimumi halda da uygun sokildo toyin edilir.Elementar hadisalor
fozasmin hor bir alt ¢oxluguna tosadiifii hadiso vo ya sadaca olaraq hadiso deyilir.Aparilan
sinagda miioyyon hadisonin bas vermaosi, onu togkil edon elementar hadisalorin he¢ olmasa
birinin bas vermasi demokdir.Belaliklo, baxilan sinaq noticosinds bas vera bilon biitiin
hadisolar coxlugu Q fozasinin biitiin altgoxluglgr1 ¢coxlugundan ibaratdir.Q ¢oxlugundan
ibarat olan hadiso, sinaq noticosinds bas veron hor bir elementar hadisonin bas vermasi
naticasindo bas verir.Demoli, Q fozasi yaqin hadisadir.Bos coxluq ise sinagmn icrasi
zamani he¢ bir elementar hadisonin bas vermosi naticosinds bas vera bilmoz, yoni & bos
coxlugu miimkiin olmayan hadisadir.

Qeyd edok ki, hor bir elementar hadisoys Q fozasinin bir elementli altcoxlugu
kimi baxmaq olar.Buna goro do Q fozasini togkil edon elementar hadisalorin har biri
tosadiifii hadisadir.

n sayda elementdon ibarat olan sonlu g¢oxlugun 2" asyda alt coxlugu
vardir.Dogrudan da, bu c¢oxlugun k elementli miixtolif alt¢oxluglarinin say1r Cf
oldugundan C° +C! +CZ +..+C" =(1+1)" = 2"olar.

Buradan aydin olur ki, elementar hadisalor fozas1 2" sayda hadiso ilo
baglidir.Bu hadisalordon biri yaqin hadiss ( fozanin 6zii ) , o biri iso miimkiin olmayan
hadisadir (bos ¢oxluq).Hor bir proseso uygun elementar hadisalor fozasi vardir.

Smagin noticolori osasinda elementar hadisolorin iki c¢oxlugunu qurmaq olar:
Q, ={m, 0, 0,0, 05,0,,Q, = {0, 0?}. Q,,Q, -ya nisboten baxilan smagmn formal modelino



daha uygun golirBelo ki, a, 0, @, o, o, o,AB,D,E hadisolori Q,c¢oxlugunun alt
coxluglart deyillor.Digor torofdon bu hadisolorin hor biri Q, ¢oxlugunun alt ¢oxlugu kumi
tosvir  edilo  bilor.Dogrudan  da, A={w,0};B=0" ={w, 0, o,};C={0, o, 0,};
D= {a)l,a)z,a)s,a)4,a)5,a)6}=Ql; E=0F= {0)1}

Bu boraborliklordon aydin olur ki, »%, »® smagin noticolori olan
elementlorin  ayrihisidir.Demoali, @, @, @;,®,, @, a;naticalori o, @ naticolaring nisbaton
daha “bositdir.”.

Hadisolori ciit-ciit miigayiso edorak, onlarin imumi elementlorini miioyyon etmoklo
uyusan vo uyusmayan hadisalor ciitlorini toyin eds bilorik:

AB ={w,}; AC = {w,}; AD = {w,, @, }; AE =T ; AF =; BC = {w,}; BD = {0, ®,, , | ; BE = J;
BF ={w};CE=0 ;DF ={w,}; CD={0, o, 0,}; EF =0

Demoli, AvoB,Avo C, Avo D,BvoC,BvoD,BvoF,C voD,D voF hadisolari
uyusan, Avo E,Avo E,Bva F,Cva F,Eva F hadisalari iso uyusmayan hadisalordir.

TOSADUFI HADISOLOR UZORINDO OMOLLOR

HADISOLOR ARASINDA DAXILOLMA VO EYNIGUCLULUK MUNASIBOTLORI.
Tutag ki, @ - miioyyon U sinaginin elementar hadisolor faozasidir.Bu sinaq ilo
alagodar biitiin hadisalor coxlugunu , yoni Q - nin alt¢oxluqlari sinfini S(Q) ilo isaro edok.
Forz edok ki, A hadisosi bas verdikdo B hadisosi hokmon bag verir. Bu halda A
hadisasi B hadisosini dogurur deyirlor vo bunu AcB kimi yazirlar.c - daxilolma
miinasibati adlanir. Torifo gore
AcBoe VoeQ:weA=>weB
Masolon, bir dofo atilan zordo 2,4,6 xallarina uygun {izlordon hor hansi birinin
diismasi hadisosi diigon iizds ciit rogomin olmasi hadisasini dogurur.Bir elementli A vo
B hadisasi iligiin AcB toklifi weB toklifi ilo eynigiicliidiir.Daxilolma miinasibati
asagidaki xassoloro malikdir.
AcAdeAAcQQ AcBBcC=AcC
Ac B,Bc A oldugda A vo B hadisalori eynigiiclii hadisslor adlanir vo bu fakt A=B kimi
yazilir. Tarifa goro
A=B< AcBABCA
Eynigiiclillik munasibati ekvivalentlik miinasibatidir, yoni o, simmetriklik,
refleksivlik vo tranzitivlik xassolorino malikdir:
A=AA=B=B=AA=B,B=C=A=C
Mohz bu monada eynigiiclii hadisalori birlogdirarok bir hadiso kimi baxmagq olar.

HADISOLORIN HASILI.

A vo B hadisolorinin hasili elo hadisoys deyilir ki, o ancaq vo ancaq A vo B
birlikdo bas verdikdo yerino yetir. A vo B hadisolorinin hasili AnB vo ya AB ilo isaro



edilir.Buradan aydin olur ki, AB hasili hom A hadisosino hom do B hadisosino daxil ilan
elementar hadisolordon ibaratdir, yoni

MB=(weQ:wecAweB)
nsayda A, A,,.. A hadisalorinin hasili

ﬁAi:(a)eQ:Vn:a)eAn)

boraborliyi ilo verilon hadisoya deyilir.

Vurma omoli agagidaki xassoloro malikdir:
1.AB = BA

2(AB)C = A(BC)= ABC
3.AA= A
4AQ=AAD =D

5]TA <A

HADISOLORIN BIRLOSMOSI.

A va B hadisalorinin birlogsmasi elo hadisays deyilir ki, o ancaq vo ancaq A va
B -don he¢ olmasa biri yerino yetdikdo bas verir. A vo B hadisolorinin birlosmosi AUB
ilo isaro edilir.Demoali AUB birlosmasi A voB hadisolorindon he¢ olmasa birina daxil olan
elementar hadisalordon ibaratdir. Yoni,
AUB=(weQ:wecAveB)A
Anoloji olarag

LHJAi :(a)eQ:a)eAlva)esz...va)eA)

baraborliyi ilo verilon hadisoyo A,,..., A, hadisolorinin birlogsmosi deyilir.Birlosmo omali

asagidaki xassoloro malikdir:
1.AUB=BUA

2(AUB)UC =A(BUC)=AUBUC
3AUA=A
4AUT = A AUQ

HADISOLORIN FORQI VO TAMAMLAMA OMOLI.
A va B hadisalorinin farqi
A-B=(weQ:wecArwgB)
barabarliyi ilo verilon hadisoys deyilir.Demali , A-B forqi A-nin bag vermasi, B- nin isa
bas vermomoasi hadisasidir.A hadisosinin bag vermomasi hadisasi A-nin tamamlayani
(oksi ) adlanir vo A kimi isars olunur.
Asagidaki miinasibatlor dogrudur:



1(AUB)C = ACUBC
2(AB)C =(AUC)BUC)
3.AU(AB)= A A(AUB)= A

alJA
4UA=HA
5AcB<BcA

6CcACcB<sCcAB
7.AcC,BcC < (AUB)cC

HADISOLORIN TAM SiSTEMI.

AL A,,.., A, hadisalor sistemi asagidaki ti¢ sorti 6dadikds tam sistem adlanir:

LA #@,i21
2AA =Di=+ ]
3| A =0

1

2-ci vo 3-cii sortlori 6doyan hadisalor uygun olaraq uyusmayan vo yegano miimkiin
adlanur.

Uyusmayan hadisslorin birlogsmasine bu hadisalorin comi deyilir vo bunu
ZA=A+%+N

Kimi isars edirlor.

Ogor A hadisosi ciit-ciit uyusmayan A, A,,..., A, hadisalorinin comidirsa , yani
A=A +A +..+A

miinasibati 6danilirss, onda deyirlar ki, A hadisasi A, A,,..., A, xuisusi hallarina ayrilir.

Asagidaki diistur hadisoalorin birlogsmasini onlarin comi ilo ifado etmoya imkan verir:

UA=A+AA +AAA +..

i>1
Isbat1.Asagidak: hadisalora baxaq:
. B,=A,B =KLKZ"'KI—lAi7i22
Ixtiyari 1 va j indekslari {i¢iin gogru olan
i-<j:>BicA/\Bj c A
miinasibatindon B;B; =&,i < j aliriq.Burada 1 vo j eynii hiiquqlu olduguna goro ,
B,B; =@,i < j olar.Demuli, B,B,,... uyusmayan hadisolordir. B, c A = > B, < JA

i>1 i>1
Indi forz edok ki, w e JA -dir. A — A ,n>1ardicilliginda w-n1 6z daxiline alan berinci
hadisadir. Onda we B, = wel JB, < | JA =B,

i~1 i~1 i~1



HADISOLOR ARDICILLIGI VO ONUN LIMITI

A ,n>1hadisolor ardicilligr :
a) A c A c..cA c..sortini 6dadikds artan,
b) A oA o..oA o.. sortini 6dadikds azalan,
c) artan vo ya azlan oldugda monoton
d) A>A o..oA o..vo NA =T sortlorini 6dodikds iso yox olan ardicilliq adlanir.
Tutag ki, A ,n>1hadisolor ardiciligidir. A"ilo A -lorin qeyri mohdud saydasinin
basvermosi hadisasini isaro edok. Asanligla gérmok olar ki,

KU

Dogrudan da, we A'oldugda yoni @ qeyri mohdud sayda A, —lora daxil oldugda

istonilon n iciin we OAk olar.Beloliklo, we ﬁOAk Bu 1s0 o demokdir ki, A'c A c

k=n n=1k=n

ﬁCJAk . Oksing we ﬁCJAk oldugda w e A olar.

n=1k=n n=1k=n
Tutag ki, A. miioyyan ndmradon sonra biitiin A -lorin bagvermasi, yani yalniz sonlu

sayda A, -lorin bagvermomosi hadisasidir.Eyni qayda ilo gostormok olar ki, AFOﬁAk
n=1k=n

Aydindir ki, A c A
ﬁO A Vo Oﬁ A hadisalorino uygun olaraq A,,n>1 hadisalor ardicilliginin yuxari

n=1k=n n=1k=n
vo asagi limiti deyilir.

roo]LjAk :D(O'O]Ak = A oldugda A, ,n>1 ardicilligma yigilan ardicillig, A hadisasino iso

n=1k=n n=1k=n
onun limiti deyilir.

Tarifo gora A,,n>1ardicilligt A hadisasine yalniz vo yalniz o zaman yigilir ki, har
bir we A elementar hadisasi sonlu saydasi miistosna olmagla A, ,n>1 hamisina, har bir
o ¢ A 159 yalniz sonlu sayda A, -lors daxil olmasin.

Tutag ki, A,,n>1 monoton artan ardicilliqdir, yoni A c A, c..c A, c.. Onda A'=
EOJ AL A = O A, Buiss o demokdir ki, A ,n>1ardicillig1 yigilandir vo
n=1

n=1
A, —)ECJA1 ,N—00
n=1
A,,n>1 monoton azalan ardicilliq, yani A > A, ..o A, o... oldugda

A = ﬁ AL A = ﬁ A, .Belalikla, A, ,n>1 hadisalor ardicillig1 yigilandir vo
n=1 n=1



Cabr va o -cabr anlayislart

Tutag ki, @, U sinagi ilo bagl elementar hadisalor fozasidir. Ehtimal nazariyyasindo
ehtimala hadisolorin funksiyasi kimi baxilir.Lakin Q fozasmin istonilon alt¢oxlugu {i¢iin
ehtimali toyin etmok miimkiin deyildir.Ehtimal anlayis1 fozaninm miioyyon hadisalori
(altgoxluglart) sistemino daxil olan hadisalor ( ¢oxluglar) iigiin toyin edilir.Buna gora do
hadisalorin ehtimalin1 riyazi olaraq toyin etmok ti¢iin belo hadisolor sistemi avvolcodon
miioyyon edilmolidir.

Tutaq ki, Q fozasmin hor hansi hadisolor ( alt¢oxluqglar1 ) sistemiF ilo isaro
edilmisdir vo bu sistem tigiin asagidak: sortlor 6donilir:
1QeF
2.AcF,BeF=ABeF,A+BeF, A-BeF
olur.OndaF sistemins hadisalor cobri deyilir.

Hadisalar cabrinin bir sira xassalori vardir. Q fozasiF sistemino daxil oldugundan 2-
cl sorto goro F=0Q-Q bos coxlugu da F sistemino daxildir. Hadisolorin comi va forqi
tclin qruplasdirma xassosi dogru oldugindan F sistemino daxil olan sonlu sayda
A, A, ... A hadisolorinin comi vo hasili do homin sistema daxildir:

OAk eF,]i[Ak eF

Bir ¢cox mosalalori holl etmak iigiin ehtimal nozariyyasindo hadisslor cabri anlayist
ilo kifaystlonmok olar.Lakin bir sira miirokkab masalalori hall etmak ticlin hadisslor
cobrinin olavo bir xassoni do Odomosi tolob edilir.Bu xasso, sistemin hesabi sayda
hadisolorin comi va hasilinin yena do homin sistema daxil olmasindan ibaratdir:

3)Ln_JAk € F,ﬂAk eF

Bu halda , yoniF hadisalor cabri 3) sortini 6dadikds , ona o -cabr vo yaxud Borel

cobri deyilir.
F sistemino daxil oldugundan 2-ci sorto goro @=Q-Q bos ¢oxlugu da F sistemino
daxildir. Hadisolorin comi vo forqi {iciin qruplasdirma xassosi dogru oldugindan F
sistemind daxil olan sonlu sayda A, A,,..., A, hadisolorinin comi va hasili do homin sistemo

daxildir:

AN

AN

LnJAk eF,]i_[Ak eF

Tutaq ki, S Q-nin miiayyan alt ¢oxluglari sistemidir:

1) s co(S)

2) S c Fsartini 6doyan istonilon F o -cabri tigiin o(S)c F olarsa
o(S)-a S sinfini 6z daxilinds saxlayan an kigik o -cobr deyilir.

Teorem 1.Istonilon S coxluglar sinfini 6z daxilindo saxlayan on kigik o(S)cobri
vardir.

Isbat1.Ovvalca qeyd edok ki, S sinfini 6z daxilinds saxlayan he¢ olmasa bir o -cobr
vardir.Masolon, belo bir cobr olaraq Q-nin biitiin altcoxluglart sinfini gétiirmok olar. S
sinfini 6z daxilindo saxlayan biitiin o -cobrlorin kosismasini o(S) ilo isars edok.Onda



o(S)-do o -cabr olar. Ssinfini 6z daxilinds saxlayan istonilon F & -cabri {iglin o(S)c F
olar.Belalikla, &(S), S sinfini 6z daxilindo saxlayan on kigik o -cobrdir .

Teorem 2.S cobrinin o -cobr olmasi ii¢lin onun monoton sinif olmasi zoruri vo
kafidir.
Zorurilik. S cobri o -cabr olduqda o, eyni zamanda monoton sinifdir.

Kafilik. Tutaq ki, S cobri monoton sinifdir. Gostorak ki, A eSolduqda OA e Folar.

i=1

B, = CJA, isaro edok.Aydindir ki, B, =B

i=1

S cobr oldugu ii¢lin B, =S.S eyni zamanda

m+1 *

monoton sinif oldugu ii¢iin B, — | JB, S olar.

m=1

S sinfini 6z daxilindo saxlayan M(S) monoton sinfi:

1) scM(s);

2) S sinfini 6z daxilindo saxlayan istonilon M monoton sinfi {igiin M(S)c M

sortlori ddonildikds M(S) monoton sinfi Ssinfini 6z daxilindo saxlayan on kigik
monoton sinif adlanir.

Teorem 3.Istonilon S sinfi ii¢lin onu 6z daxilinde saxlayan on ki¢ik monoton sinif
vardir.

Isbati. S sinfini 6z daxilindo saxlayan he¢ olmasa bir monoton sinif vardir.Masalon,
bels bir sinif olaraq Q-nin biitiin altgoxluglar1 sinfini gotiirmak olar. S sinfini 6z daxilindo
saxlayan biitiin monoton siniflorin kosismasini M(S) ilo isaro edok.Monoton siniflarin
kasigmasi do monoton sinif oldugu tigtin M(S) monoton sinifdir. S sinfini 6z daxilinds
saxlayan istonilon M monoton sinfi ti¢lin M(S)c M olar.Beloliklo, M(S) Ssinfini 6z
daxilinds saxlayan on ki¢ik monoton sinifdir.

Bélma 2. EHTIMALIN XUSUST VO AKSIOMATIK TORIFLORI.
EHTIMALIN STATISTIK TORIFI

Forz edok ki, U tokraron aparila bilon smmaq , Q bu smagin elementar hadisalor
fozas1t vo A tosadiifii hadisoadir. U sinagini n dofo apardigda A hadisosinin bas vermosi
saymi m ilo isaro edok.Basqa sozlo, m ododi n sinagdaA hadisosinin bas verdiyi
sinaqlarin sayidir.Onda

nisbatino n simaqdan ibarat seriyada A hadisosinin bagverma tezliyi deyilir.

Bir cox hallarda hadisonin tezliyini basqa bir hadisonin basvermosi sorti daxilindo
hesablamaq lazim golir. A hadisosinin tezliyini B hadisasinin bagvermasi sartinds
hesabladigda biitiin sinaqlar1 deyil, ancaq B hadisosi basveron sinaqlari nozoro almagq
lazimdir.

Tutaq ki, aparilan n sayda sinagda B hadisosi m dofo bas vemisdir. m sayda
sinaqda iso A hadisosik bagvermisdir. Onda A hadisosininB hadisosinin bagvermaosi



sortindo tezliyi % nisboti kimi hesablanir.Bu tezlik bir gayda olarag A hadisosinin

tezliyindon foirglonir.Bu tezliyo B hadisosinin basvermosi sortindo A hadisasinin nisbi
tezliyi deyilir.

tn(A/B)=E

n

Miioyyn U smaginin tokrar1 olan smaqlarin miixtolif seriyalarina baxaq.Forz

edok ki, i-ci seriya n, sayda sinagdan ibarotdir vo bu seriyada A hadisosi m, dofo

bagvermisdir.Onda bu seriyada A hadisasinin bagverma tezliyi
m .
tni(A)—n—i,lzl
olar.

Aparilan smaqlar gostorir ki, hadisolorin tezliyi asagidaki dayaniqliq xassosino
malikdir:

Baxilan A hadisosinin hor biri kifayot qodor ¢oxlu sayda sinaqdan ibarat olan
miixtolif seriyalardaki tezliklori bir-birindon olduqca az forqlonir vo miioyyan bir sabit
odad otrafinda ehtizas edir.

Tezliyin dayaniqliq xassasindon belo notico alinir: U smagi ilo olagodar hor bir A
hadisasi {igiin elo bir P(A) adadi vardir ki, U sinagimi kiillii migdarda tokraran apardigda
A-nin tezliyi toxminan P(A) adadina barabar olur.Bu adads A hadisasinin statistik ehtimali
deyilir.

Torifo goro, A hadisosinin statistik ehtimali p ododi olarsa , onda n dofo tokrar
olunan siaqda bu hadiso demak olar ki, np dofs bas verir.

Tezliyin xassalari. Forz edok ki, U miioyyon sinaq, A vo B iso bu sinaq ilo olagodar
hadisalordir. Hadisonin tezliyi agagidaki xassoalora malikdir:
1) Istonilon hadisonin tezliyi monfi olmayan vo vahidi asmayan ododdir.Miimkiin
olmayan hadisanin tezliyi sifra, yaqin hadisonin tezliy1 isa vahids barabardir:
0<t,(A)<1, t,(@)=0,t,(Q)=1
2) Uyusmayan hadisalorin cominin tezliyi onlarin tezliklori comina barabordir.
t.(A+B)=t,(A)+t,(B)
3) Iki hadisonin hasilinin tezliyi onlardan birinin tezliyi ilo digerinin sorti tezliyi
hasilina barabordir.
t.(AB)=t,(B),(A/B)

Dogrudan da, tutaq ki, n smnaqda A hadisasi m dofs, B hadisasi kdofs, A vo B

hadisalori birlikds | dofo bagvermisdir.Onda A vo B hadisalorinin birgo basvermo

tezliyi Iﬁ, B hadisosinin tezliyi %, A hadisosinin B hadisasinin bagvermasi sortindo

tezliyi IEoIar:
1_kI
n nk
Bu iso o demokdir ki, t,(AB)=t,(B),(A/B)



n kifayat qodor boyiik olduqda tezliyin dayaniqliq xassosino goro P(A)
ehtimalindan olduqca az forqlonir.Buna goro do tezliyin yuxarida gostorilon xassolorinin
ehtimal {i¢lin do 6donildiyini gobul etmok tobiidir.

Beloliklo, staistik ehtimal

P(A)>0,P(Q2)=1P(A+B)=P(A)+P(B)
xassolarino malikdir.

Diskret elementar hadisalar fazasinda ehtimalin tayini.

Klassik ehtimalin tayini.Klassik sxem.

Asagidaki sortlor 6donildikdo deyirlor ki, verilmis sinagin (Q,P) ehtimal modeli
qurulmusdur:
a) Q={w,m,,.,@,,..} elementar hadisolor fozasi toyin edilmisdir;

b) har bir o, elementar hadisesino p, >0, ) p, =1 sortlorini 6doyan p,ehtimal1 gars:
i=1

qoyulmusdur.

Sonlu sayda a,,...,», naticalari olan sinagin ehtimal modelini quraq. Bu modellordon
on sadosi “ Klassik ehtimal sxemi” adllanir.Bu sxemdo ehtimalin toyini sonlu sayda
naticalordan har birinin “eyniimkanli” (eyni ehtimalli) olmasini nozords tutulur. n(A) ilo A
hadisasini togkil edon elementar hadisalorin sayini isars edok.Onda

nisbotino A hadissosinin klassik ehtimali deyilir.

Beloliklo, eyniehtimalli sonlu elementar hadisolor fozasinda ixtiyari hadisonin
ehtimali, bu hadisoys daxil olan elementar hadisslorin saymin elementar hadisalorin
imumi sayina nisbatino borabardir.

o, € Q elementar hadisalorini miimkiin hallar, A hadisosini togkil edon elementar

hadisalori iso bu hadisa {i¢ilin olverisli hallar adlandirirlar.Demoali, A hadisasinin ehtimali
bu hadiso {¢iin olverigli olan hallarin ehtimallar1 comino borabordir.Ogor elementar
hadisalor eyniehtimalli olarsa, onda hadisonin ehtimali surati bu hadisa {i¢lin olverisli olan
hallarin sayina , moxraci is9 biitiin miimkiin hallarin sayia barabar olan kasrdir.

Ehtimalin klassik torifindon aydin olur ki, elementar hadisslorin hamisinin daxil
oldugu Q yoqin hadisosinin ehtimali vahido borabordir:

P(Q):%zl

Teorem 1. Uyusmayan A:{a),l,...,a),m },B:{a)h,...,a)jk} hadisalorinin birlogsmasinin

ehtimali onlarin ehtimallar1 comina barabardir.



Isbati. Dogrudan da, Avo B hadisolorinin ehimallar1 miivafiq olaraq % Vo % -9

barabordir:
k
n

C=AUB= {a)ll S Y S a)jk} hadisosi m+ksayda elementar hadisalordon

o, | coxluguna daxil

e Pk

ibarotdir vo 1{o, ,..,o_| elementar hadisolorindon heg¢ biri {w

deyildir.Ona goro do klassik ehtimalin torino osason
P(C)= m:k =%+%= P(A)+P(B)
Bu teoremos klassik ehtimal {igiin ehtimallarin toplanmasi ganunu da deyilir.
Notica 1. P(A)=1-P(A)
Dogrudan da, Avo A hadisalori uyusmayan hadisolor, onlarin birlogmasi isa yaqin
hadisadir:

AUA=Q
Ehtimallarin toplanmas1 ganununa goro
P(Q)=P(A)+P(A)=1
Buradan iso P(A)=1—P(A) olur.
Miimkiin olmayan hadiss yaqin hadisenin tamamlayani oldugu {i¢iin buradan xiisusi
halda miimkiin olmayan hadisanin klasik ehtimalinin sifra barabar oldugu alinir.

Qutu sxemi.

Elementar hadisalarin eyniehtimalli vo sonlu sayda olmasi talablari klassik ehtimalin
totbiqini mohdudlagdirir.Bir ¢ox hallarda elementar hadisslorin eyniehtimalli olmasinm
toyin etmok c¢ox ¢otin olur.Bozon do xarici goOrliniisco oxsar olan miixtolif elementar
hadisolora bir hal kimi baxilmasi sohvina yol verilir.Gostarilon ndgsanlarla yanasi kllassik
ehtimal 6ziinilin sadosliyi ilo forglonir vo onu totbiq etmok iiclin kombinator analizin bozi
diisturlarini bilmok kifayatdir.

Klassik sxemin totbiqinin mohdudluguna baxmayaraq o, bir sira vacib praktiki
masolalorin hallindo genis suratdo istifado edilir. N sayda elementdon ibarot coxluga
baxaq.Bu c¢oxlugun tobisti bizi maraglandirmir.O, miioyyan oslamato malik vo malik
olmayan - masalon, keyfiyyatli vo keyfiyyatsiz momularlar ¢oxlugu, har biri nomli va
yaxud nomisli olan toxumlar ¢coxlugu vo s. ola bilor.Bu ciir hallar qutu sxemi vasitasilo
tosvir edilir:

Qutuda M sayda ag, N-Msayda iso qara sar vardir. Bozi hallarda momulatin
keyfiyyatini yoxladigda o, siradan c¢ixir.Masolon,mohsulun keyfiyyatino nozarsti hoyata
kecirorkon nozarst omoliyyati naticosinds mohsul satis liglin yararsiz hala diisiir.Bu halda
momulatlarin hamisinin deyil, onlarin miisyyan hissasinin keyfiyysti yoxlanilir.Tutaq ki,
qutudan tosadiifii gaydada n sar ¢ixarilmisdir. Cixarilan sarlardan m sarin ag sar olmasi
hadisosinin ehtimalin1 hesablayaq. N sardan n sart C; tsulla segmok olar.Demali,

miimkiin hallarin say1 Cj -dir.Cixarilan sarlardan m sarin ag sar olmasi hadisosi( A) ti¢lin



olverisli hallarin sayini tapaq. M ag sardan m sar1 C; isulla, N-M qara sardan iso n-m
sar1 C; |, Usulla secmok olar.Onda olverisli hallarin sayr C;C{}, olar.Belsliklo, klassik

ehtimalin torifine gors axtarilan ehtimal
p(A)= SMCnom
CN

olar

Sonlu va yaxud hesabi sayda naticalari olan sinagin ehtimal

modeli.Diskret sxemlor.
Smagin naticolori sonlu sayda oldugda ona sonlu, sonlu vo yaxud hesabi sayda
olduqda isa diskret sxem deyilir.
Noaticalari eyniimkanli olmayan sonlu sxemin ehtimal modelini quraq. Bu halda
smagm noticolori sonlu sayda elementar hadisolorindon ibarot Q={m,..,®,}

coxlugudur.Bu model hor bir ®, eQ elementar hadisesinop; >0 vo ) p =1 sortlorini
i=1

odoayan p, = P(w ) ehtimalinin qars1 qoyulmasi ilo toyin edilir.
Tutag ki, A- sinaq zamani miisahido edilon istonilon hadisadir.Bu hadisosinin
ehtimali onu togkil edon elementar hadisalorin ehtimallari comi kimi toyin edilir:

P (A)= > P(e)

weA
Mosalon, A=(w,,®,,»,) oldugda
P(A): P(a)l)+ P(a’s)+ P(a)s)
Qurulmus model  sonlu sayda eyniimkanli naticalori olan klassik sxemin ehtimal

modelinin imumilogsmosidir.Bels ki, hor bir o, elementar hadisasinin ehtimalini L Kimi
n
toyin etsak ehtimalin klassik torifini alariq.
Sonlu sxemlar iigiin do ehtimallarin toplanmasi qanunu dogrudur.

Teorem 2.A=1@, ,...»,_|B=1{w, ...®; { uyusmayan hadisolor oduqda

P(AUB)=P(A)+P(B)

. m k
Isbati.Torifo géro P(A)=>p,,P(B)=>_p, .A vo B hadisolori uyusmayan oldugu

1=1 s=1

liclin onlarin ortaq elementar hadisalori yoxdur.
C=AUB= {a),1 o @ ,...,a)h,...,a)jk}

olar.
Demali,

P(C)=P(AUB)= Izml: P, +Z:: p, =P(A)+P(B)

Teorem 3.Istonilon A vo B hadisoleri iiciin

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)



Isbati. P(A+B)ehtimali A vo B hadisolorindon he¢ olmasa birino daxil olan
elementar hadisolorin ehtimallar1 comidir.Bu zaman elementar hadiso eyni zamanda A vo
B -ya daxil olduqgda bir dofo gétiiriiliir.Ona gors do

P(A+B)<P(A)+P(B)

Elementar hadiso eyni zamanda A vo B-yo daxil oldugda o, axirinci boraborsizliyin
sag torafina iki, sol torafins iso bir dofs daxil olur.Ona gora do sag toraf sol torofdon P(AB)
godoar boyiikdiir.Beloaliklo,

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

Indi iso hesabi sayda @, a®,,..,,,..naticalori olan tosadiifii smnaga baxaq.Bu halda

elementar hadisalor fozast Q={w,®,,...,®,,...} olar. Diskret sxemin ehtimal modelindo har

bir o, e Q elementar hadisasina p, >0, i p, =1sortlorini 6doyan p,=P(@) garsi qoyulur.

i=1
Hesabi sayda elementar hadisolordon ibarat olan A hadisosinin ehtimali iso klassik
sxemdo oldugu kimi onu toskil edon elementar hadisolorin ehtimallar1 comi kimi toyin

edilir.
P(A): Z P

;€A

Bu gayda ilo toyin edilmis ehtimal asagidakl xassolora malikdir.

a)0<P(A)<1,

b)P(Q)=1.

CAcQ,BcQ
uyusmayan hadisalor oldugda

P(AUB)=P(A)+P(B)

Dogrudan da,

0

0<P(A)=3 p<) p=1

w; €A i=1

o0

PQ)=3p=2p=1

; €Q i=1
Diskret sxem sonlu sxemin ehtimal modelinin iimumilogmasidir.
Ehtimal nozoriyyasi w elementar hadisasinin p, ehtimalinin hesablanmasini

Oyronmir.Bu ehtimallarin toyininds elementar hadisonin miixtalif seriyalardaki kiillii
miqdarda aparilmis sinaqlarda tezliyi osas gotiiriiliir. Eyni zamanda ehtimal nozoriyyosi
(Q,P) ehtimal modelinin adekvathiligini da 6yronmir.O, ancaq qurulmus (Q,P) modeli ilo

bagli hadisalarin ehtimalinin hesablanmasini dyranir.

Sonlu vo hesabi- additiv ehtimal ol¢iilori.
Tutaq ki, S Q-nin miisyyan alt goxluglarinin cobridir. Q-da toyin edilmis P()
coxluq funksiyasi



1)P(A)>0,A€S,
2)P(Q)=1
3)P(AUB)=P(A)+P(B),ABeS,AB=0
sortlorini 6dodikdo ona sonlu-additiv ehtimal 6l¢iist deyilir.
3)-cii xassadon riyazi induksiya metodunun komoyi ilo istonilon A €S,i=12,...,m
hadisaleri {iciin AA, =&,i = j;i, j=12,..,m oldugda
A UA]-Sea)
oldugunu almagq olar.
AU A =Qoldugu ti¢iin 2) va 3) —cii xassalors asasan
P(A)+P(A)=1
vo yaxud P(A)=1-P(A)
oldugunu yaza bilorik.
S cobrindo toyin edilmis P() ¢oxluq funksiyasi
1)P(A)>0,A€S;
2)P(Q)=1

3)P(QA)=2P(A)

A eS,i=12.;AA =0, | JAeF

i=1
sartlorini 6dadikds ona hesabi-additiv ehtimal 6l¢iisii deyilir.
Hans1 sortlor daxilindo sonlu-additiv ehtimal Ol¢iistiniin hesabi-additiv olmasina
asagidaki teorem cavab verir.
Teorem 4.Tutaq Kki,P() F o-cobrindo sonlu -additiv ehtimal o6lgisiidiir.Onda

asagidaki dord sort ekvivalentdir.
1) P() hesabi-additivdir, yoni A € F ,i=12,., AA =@,i = | JA <F oldugda

P@A‘JZEP(A)

2) A,i=12,.., azalmayan ¢oxluqlar ardicillig1 vo LimA = OA e F oldugda

i=1

(Q j LimP(A,)

3) A,i=12,.., artmayan ¢oxluqglar ardicillig1 vo LimA = ﬁﬁh e Folduqda

n=1

) -uom

4) P() Q-da kasilmoyandir, yoni A 5 A, Vo rOO]A1 =@ olduqda

i=1



LimP(A,)=0
Isbati. Teoremin isbatini asagidaki ardicilligla verak: 1) = 2) = 3) = 4) = 1). Buradan

1s9 1), 2), 3), 4) sortlorinin ekvivalehtliyi alinir.
1) = 2).Tutaq ki, A,i=12,..., azalmayan Qoxluqlar ardicilligidir. 1)-don

v R

alinir.
Beloliklo, 1)-don 2) alinir.
Isbat edok ki, 2)-don 3) almir. Tutagq ki, A,i=12.., artmayan coxluglar

ardicilligidir.Onda A azalmayan c¢oxluqlar ardicilligidir.2)-ya gora
P(LimA, )= (UAJ 1- P(ﬁA,j =1- P(CJR] =
i=1 i=1
=1-LimP(A, )= Lim{1— P(A, )= LimP(A)
isbat edok ki, 3)-don 4) alinir. P(@) = P(Q2)=1— P(©2) = 0 oldugu iigiin istonilon

artmayan vo ﬁ A =@ sortini 6doyan ardicilliq tiglin 3) —cli xassayo gora
i=1

(QAJ 0=LimP(A,)

Isbat edok ki, 4)-don 1) almir. Tutaq ki, A,i=12..., koasismoayon c¢oxluglar
ardicilligidir vo C, = UA .OndacC, ,cC, ﬂC =

i=n+1

Sonlu-additivlik xassasino gora

A UAJ-#{U |+ Pe)-Spia)eic,)

LimP(C,)=0 olduguna gora P[UAJ LimiZﬂ:P(A):ZP(A)

i=1
Teorem isbat olundu.
Qeyd edak ki, 2) vo 3) xassolorini agagidaki kimi do ifado etmok olar:

A,i=12,..., monoton ¢oxluglar ardicilig1 ii¢tin P(LimA, )= LimP(A, ).

Bu xassa hesabi-additiv ehtimal 6l¢iisiiniin kasilmayanlik xassasi adlanir.
Forz edok ki, @ - hor hansi elementar hadisalor fozasi, S iso onun altcoxluglarindan
toskil edilmis cixluglar sistemidir.

Qeyri-hesabi sayda naticalari olan sinaglarin ehtimal modelinin

qurulmast.
Qeyri hesabi sayda naticolori olan stoxastik sinaqlara baxaq.Bu ciir sinaqlarin
ehtimal modelinin qurulmast ils tanis olaq.
Noqtonin [0,1) intervalina atilmasindan ibarot tosadiifii stnaga baxaq.Biitiin miimkiin

noticolorin  “eyniimkanli” oldugunu gobul edok.Bu sinagin elementar hadisolor fozasi



Q=[0,1) olar.Ancaq bu halda hor bir elementar hadisonin ehtimalin toyin etmokls smagim

ehtimal modelini qurmaq olmaz.Diskret sxemo uygun olaraq hor » elementar hadisosino
onunP(w) ehtimani gars1 qoysaq biitiin naticolor eyniimkanli” oldugu ii¢iin  hor o

elementar hadisasi ligiin P(w)=0 olar.Bu halda ¢ixis yolu biitiin elementar hadisalorin
deyil, onlarin miioyyon g¢oxlugunun ehtimalini toyin etmokdon ibaratdir.Eyni zamanda

ehtimallar toyin edilorkon miisyyan prinsiplor gozlonilmalidir: [O%) E ,1) intervallarina
diismo ehtimallarinin eyni oldugunu qobul etmok lazimdir. [O%) intervalina diismo

ehtimali [O%) intervalina diismo ehtimalindan bdyiik olmalidir.Bundan basqa ehtimallar

toyin edilon coxluglar sinfinin birlosmo, kosismo vo tamamlama omollorino goéro qapali
olmalar1 arzu edilondir.A,B AUB,ANB,A,Bcoxluglarmin da chtimallar1  toyin
edilmoalidir Nogtonin  [a,b]c[0,1)intervalina diismo ehtimalimi  b-aforqi kimi toyin
edok.Sonlu sayda kasismoyan intervallarin cominin LmJ[ai,bi)c [01) ehtimalini isa Zm:(bi ~a)
i=1 i=1
kimi toyin edok. K ilo [a,b) soklinds biitiin intervallar1 vo onlarin kasismoyan sonlu sayda
comini isars edok. Silo K-m1 6z daxilinds saxlayan minimal o -cabri isaro edok.Ehtimalin
davami haqqinda teoremo goro yegano P()ehtimal olgiisii vardir ki, P([a,b))=b—asarti
odonilir. Tosadiifii hadiso olaraq [01) g¢oxlugunun borel coxluglarini gétirok, AcF
hadisasinin ehtimalini iso P(A) qabul edak.
Belalilo, biz sinagin ehtimal modelini qurdugq.

Goriis hagqinda masals.

Tutaq ki, iki nofor [0,T] zaman kosiyindo goriismoyi gorqrq aliblar.Goriis yerino
biriinci golon digorini r miiddoti orzindo gozloyir, sonra iso gedir. x,y ilo miivafiq olaraq
birinci vo ikinci soxsin goriis yerino golmo miiddatini isaro edok.Onda sinagin elementar
hadisolor fazast Q={(x,y):0<x<T,0<y<T}
olar.Intuitiv olaraq sinagmn biitiin noticolorinin eynimkanli oldugunu qobul edok vo
goriisiin bas tutmasi ehtimalini1 hesablayagq.

Bu masalads har bir elementar hadisonin ehtimalini toyin etmoklo ehtimal modelini
qurmaq olmaz.9Ovvalco Q=[0,T]x[0,T] diizbucaqlisina daxil olan goxbucaqllari tosadiifii

(K)

2

hadiso olaraq qobul edok.Hor bir coxbucaqliya iso P(K)= me_? ehtimalin1 qars1 qoyag.

Filo Kcoxbucaqlilar sinfini 6z daxilinde saxlayan on kicik o-cabri isaro edok. o-
cobrindan olan har bir C coxluguna isa P(C)= %gc)ehtimahm qars1 qoyaq.Belalikla, biz

sinagmm  {Q,F,P} ehtimal modelini qurduq.Bizi maraqlandilran A={x,y):[x—y|<r}

2 2 2
hadisasinin ehtimali P(A)= T__(I_%T) =1- (1 -~ %)

olar.Xiisusi halda T =1saat,z = %saat olduqda axtarilan ehtimal



olar.

Hbndoasi ehtimal.

Nozoriyya vo tocriibodo noticolori sonlu sayda vo ya eyniehtimalli olmayan
sinaglarin Oyronilmosi ehtiyaclar1 klassik ehtimalin mohdudlugunu gostordi.Klassik
ehtimalin totbiq edilo bilmadiyi bir sinif ehtimal mosalolori iiglin hondoasi ehtimal anlayisi
verilmisdir.

Kosilmoz elementar hadisolor fozasinda ehtimalin toyinino hondosi ehtimalin
misalinda baxaq. Tutaq ki, elementar hadisolor fozas1 miistovido sahasi olan hor hans1 G
oblastidir.Bu oblastin sahasi olan altcoxluglarini hadiso olaraq gotiirok.Gostormok ilar ki,
belo alt¢oxluglar sinfi cobrdir.Bu halda hor bir A hadisosinin ehtimalini P(A):%EGA%
kimi toyin etmok olar.

Beloliklo, biz sinagin (Q,S,P) ehtimal modelini qurduq. Bu diistur ilo hesablanan
ehtimal hondosi ehtimal adlanir.Bu diisturda A oblasti miimkiin olan eyniehtimalli
hallarin, G iso olverisli hallarin ¢oxlugu rolunu oynayair.

Sonlu sxemds oldugu kimi asanligla gostormok olar ki, tasvir edilon sxem ehtimal
nazariyyasinin aksiomlarini 6dayir.

Hondosi ehtimal ficiin 1-3 xassolorinin dogrulugu bilavasits onun torifindon
alinir.Lakin klassik ehtimali sifir olan hadiso miimkiin olmayan hadisadir toklifi handosi
ehtimal {i¢iin dogru deyildir.Masslon, miistovinin miioyyan oblastindan tosadiifi gotiiriilon
bir néqtonin homin oblstin daxilindo yerloson miioyyon bir parcanin noqtosi olmasi
hadisosinin ehtimali sifirdir.

Ehtimalin aksiomatik tarifi.
Ehtimal nazariyyssinin aksiomlarini ifade edorkon tezliyin vo ehtimalin xassolori
osas goturiiliir.
Tutaq ki, Q elementar hadisalor fozasidir, F iso onun miioyyon alt coxluglarinin o -
cabridir.Yani,
DQeF;

Z)AEF:,K:Q—AE F;

3)A e Fci=12,..., :OA eF

i=1
F o -cobrinin hor bir ¢oxluguna tesadiifii hadisa deyilir. F o -cobrinds toyin edilmis
ododi funksiya asagidaki sortlori 6dodikdo ona ehtimal deyilir:
Aksiom 1. hir bir AeF {igiin P(A)>0.



Aksiom 2. Yoqin hadisonin ehtimali vahido borabardir
P(Q)=1

Aksiom 3. Ciit-clit uyusmayan A,i=12,.., hadisolorin cominin ehtimali onlarin

ehtimallari comino barabordir:
{UA|-3e(n)

Bu aksiomlar ehtimal nozoriyyasinin aksiomlar1 adlanir.Onlar ilk dofo gorkomli
rus riyaziyyatgist A.N. Kolmogorov vermisdir.Bu aksiomlar ehtimal nozoriyyasinin vo
onun bir sira sahalorinin suratli inkisafinda miistosna ohomiyyoto malik olmusdur.

Aksiom 1 va Aksiom 3-5 gora F o -cobrindo toyin edilmis P(A) funksiyasi P(Q)=1
sortini 6doyan Olglidiir.Bu 6lgliys ehtimal dlgiisii deyilir. (Q,F,P) tgliyiino isoa ehtimal
fozasi deyilir. Q elementar hadisolor fozasi, tosadiifii hadisolorin F o -cobri vo F -do toyin
edilmis P() ehtimal 6lgiisii verildikdo, yoni (Q,F,P) ehtimal fozas1 quruldugda deyirlar ki,
simagin ehtimal modeli qurulmusdur.

Gostarak ki, sonlu sxem ehtimal nazariyyasinin aksiomlarini 6dayir.Qeyd edak ki,
sonlu sxem elementar hadisalorin sonlu Q={@,..,®,} coxlugunda verilir vo onlarin hor

birinin ehtimali0<p, <1 vo ) p, =1sartlorini ddoyir. Q-nin altgoxlugu olan istonilon A
i=1
= |, ....»,_| hadisosinin ehtimall iso

P(A)=" p, kimi toyin edilir.
1=1

Q-nin biitiin S alt¢oxluglar sinfi cobrdir.Dégrudan da, @ vo Q,Q-nin altgoxlugu
oldiiglar1 iiclin S-o daxildirlor.Aydindir ki, AeS,BeSoldugda onlarin birlosmasi vo
kosismosi do Q-ya daxildir.

Sonlu sxemin birinci aksiomu 6dadiyini yoxlayaq.Bu mogsadlo Q-nin altcoxlugu

olan istonilon A=1{s,,..,e_| hadisosini gétiirok.Sonlu sxemo goro P(A):Zm:piI Demoali,
1=1
P(A)>0
P(Q):Zn:pi =1 oldugu fgciin ikinci aksiom da Odonilir.Ehtimallarin toplanmasi

i=1
teoremino gors 1s9 ligiincli aksiom ddonilir.

EHTIMALIN XASSOLORI.

Ehtimal nozoriyyasinin aksiomlarindan istifado etmokls ehtimalin bir sira miihiim
xassolorini isbat etmak olar.
Teorem 1.Istonilon A hadisasi iiciin P(A)=1-P(A)
Dogrudan da, AUA =Q,An A= oldugu tiglin 3-cii aksioma gora
P(A)+P(A)=P(Q)
Buradan ise, P(A)=1-P(A)olar.



Natico 1.Miimkiin olmayan hadisonin ehtimali sifra barabardir, yoni
P(@)=0.
P(A)=1-P(A) barabarliyindo A=Q gbtiirsok, P(Z)=P(Q)=1-P(Q)=0
Buradan iso
P(@)=0

Teorem 2.B c Aoldugda P(A—B)=P(A)-P(B)

Isbati. A hadisesini uyusmayan iki A—B,B hadisolorinin comi soklindo gdstarok:
A=(A-B)+B.
Onda

P(A)=P(A-B)+P(B)

Buradan iso P(A—B)=P(A)-P(B)oldugunu alirq.

Natico 1. Ac Boldugda P(A)<P(B)

AcBoldugda B hadisasini iki uyusmayan hadisonin comi o
klindo gostormoak olar:
\ B=A+(B-A)
Onda

P(B)=P(A)+P(B-A)
Ehtimal monfi olmayan adad oldugu ti¢iin P(A)< P(B) olar.
Notica 2. Istonilon Ahadisasi ii¢iin 0< P(A)<1
Dogrudan da, Istonilon A hadisosi ii¢iin AeQ.Ona goro do
P(A)<P(Q)=1
Notica 3. P(AB)< min(P(A),P(B))
AB c A AB c Bolduguna géra P(AB)<P(A) va P(AB)< P(B) olar.Buradan iso
P(AB)<min(P(A),P(B))

olar.

Eyni qayda ilo Ac A+ B,B < A+ Bmiinasibatlorindon asagidaki naticoya golirik.

Notica 4. P(A+B)>max(P(A),P(B))

Teorem 3.istonilon Avo B hadisalori iiciin
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AB)
Isbat1. AUB hadisasini uyusmayan ii¢ hadisonin comi soklindo ggstormok olar.
AUB=(A-AB)U(B-AB)U(AB)

olar. Onda aksiom 3-o vo teorem 2-ya gora gora
P(AUB)=P(A-AB)+P(B—AB)+P(AB)=
=P(A)-P(AB)+ P(B)-P(AB)+ P(AB)=P(A)+P(B)+ P(AB)

olar.
Bu miinasibato ehtimallarin toplama ganunu deyilir.
Bu diisturu ti¢ hadisos ti¢ilin yazaq:



P(AUA UA)=P(AUA)UA)=P(AUA)+P(A)-
—P((A UA)A)=P(A)+P(A)-P(AA)+P(A)-

—P(AA)-P(AA )+ P(AAA;)
Beloaliklo,

P(A LA, UA)=P(A)+P(A)+P(A)-P(AA)-
—P(AA)-P(AA)+P(AAA)
Natico 1. Avo B iiyusmayan hadisalor oldiigda

P(A+B)=P(A)+P(B)
Ava B hadisalori uyugsmayan oldugu iigiin n P(AB)=P(J)=0 vo
P(A+B)=P(A)+P(B)
Notica 2.P(AUB)< P(A)+P(B)
Bu xassa avvalki teoremda ehtimalin manfi olmamasini nazars almaqla alinir.
Altinct xasso istonilon A, A,...., A, hadisalori {iclin do imumilosdirilir.

P(A+A +..+A)<P(A)+P(A)+..+P(A,).

Teorem 4. A, A,...., A hadisalorindon he¢ olmasa birinin bas vermasi ehtimali

P@A}gP(A)— > P(AA )+ SP(AAA)-..+(1'P(A..A)

1<iy <ip <n 1<y <ip <ig<n
Bu diistur riyazi induksiya tisulunun komayi ilo asanligla isbat olunur.Dogrudan da,
n=2 oldugda bu diistur
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AB)
diisturuna g¢evrilir. Onun n-1 ii¢iin dogru oldugda n {igiin do dogru oldugunu gostorak.
Tutaq ki, bu diistur istonilon n-1 sayda hadiss ti¢lin dogrudur:

AUAJ-Sp(a)e TPAA ) SPAAA )t PR

2<ip<i, <n 1<iy <i, <ig

P(U(AA)}EP(AA)— > P(AAA )+ Y PAAAA ).+ (-1 P(AA..A)

i=2 2<iy<ipy <n 2<iy =iy <ig<n
P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(AB)
diisturuna goro

P@A}P(A)+P[UAJ—P(O(AA)}=I P(A)- Y P(AA)+

i=2 i i=1 1<iy <i, <n

+ ZP(AAZAS)—---+(—1)"1PGA2---A1)

1<i; <i, <iz<n

>

oldugunu yaza bilarik.
Notica 1. Forz edok ki, A ..., A, hadisalorinin ixtiyari r donasinin birlikde bagverma

ehtimal1 yalniz bu hadisslarin sayindan asilidir vo a, adadine barabardir.Onda

P(UAJ =Cla,—Cla, +..+(-1)""a,
i=1



Teorem 5. A monoton artan hadisalor ardicilligi, yoni
AcAc..cA cA_ c..oldugda

AU J-tim...p(a)

A, monoton azalan hadisolor ardicilligi, yoni
A>A >.oA DA, D..oldugda

{NA]-Lim,..r(a)

Monoton hadisaslor ardicillliginin limiti anlayisindan istifads edarak
P(Lim,_, A )=Lim__P(A,) oldugunu yaza bilorik.Ona gorado bu teoremi ehtimalin

kosilmoyonlik xassosi adlandirirlar.
Teorem 6.Istonilon sonlu va ya hesabi sayda A hadisalori {i¢iin

{UnJezra)
(0w )220

barabarsizliklari dogrudur.

Isbat1.B,=A,B, =AA,....B, =AA,..A_A,..

1sara edok.Asanligla yoxlamagq olar ki,
UA =UB,
B, hadisalari ciit-ciit uyusmayan hadisalor vo B, = A, oldugu ii¢iin

Un - -gete)=zen

PlIUA [<> P(A,) oldugunu nozors alsaq

PINA |=1- P(HRJ =1- P(URJ >1->"P(A,)
barabarsizliyinin dogru oldugunu yaza bilarik.

Teorem 7. Tutag ki, C Avo Bhadislorindon ancaq birinin bas vermasi
hadisasidir.Onda

P(C)=P(A)+P(B)-2P(AB)
Isbati. C hadisasini uyusmayan iki AB vo BA hadisalerinin comi soklindo gdstorok.
C=AB +BA. Digor torofdon AB=A-B=A-ABvo BA=B-A=B-BA
oldugu ligin C=AB +BA =(A-AB)+(B - AB).
AB, BA hadisalorinin uyusmayan vo AB — Aoldugunu nozars alsaq

P(AB + BA)=P(AB)+P(BA)= P(A— AB)+ P(B— AB)=

=P(A)-P(AB)+ P(B)—P(AB)=P(A)+P(B)—2P(AB)
oldugunu yaza bilorik.



Beloliklo, P(C)=P(A)+ P(B)-2P(AB)
Kasilmomoyanlik teoremi 8.istonilon A ,n>1hadisalor ardilcillig igiin
LimP(A,)= P(LimA,)
borabarliyi dogrudur.
Kasilmamayanlik aksiomu. Ogor A, A,,.. A, ,... hadisolor ardicilliginda hor bir

hadiso 6ziindon ovvalki hadisoni dogurursa vo bu hadisolorin hasili miimkiin olmayan
hadisadirso , onda
P(A,)— 0,n - oldugda

Yuxarida deyilonlordon aydin olur ki, nozari-ehtimal sxemlor konkret elementar
hadisalor fozasi, onun cobr toskil edon kokret altgoxluglar sinfi vo bu cobrin ¢oxluglarinin
ehtimali, yoni {Q,S,P} tglityi ilo verilir. {Q,S,P} t¢lilyiino ehtimal fazasi, {Q,S}-do toyin
edilmis P ehtimalina iso Q elementar hadisolor fozasinda ehtimallarin paylanmasi deyilir.

SORTI EHTIMAL

SORTI EHTIMAL ANLAYISI.

Aydindir ki, A hadisasinin P(A) ehtimali hagqinda ancaq miioyyan sortlor kompleksi
yering yetirildikds, yoni sinaq aparildigdan sonra  danismaq olar.Smagin aparilma
sortlori dyisildikdo homin sinaq doyisir, basqa sinaq alinir vo naticaods hadisonin
ehtimali da doyisir. Masalon, A hadisasinin ehtimalinin hesablanmasinda aparilan
sinagin sartlarine yeni bir sorti - B hadisasinin bagvermasi sortinide alava etsak, onda
basqa bir ehtimal - Bhadisasinin bagvermasi sortinido Ahadisosinin sorti ehtimalini
alirig.Beloaliklo, tocriibbodo bir ¢ox hallarda A hadisasinin ehtimalin1 basqa bir B
hadisasinin bas vermasi sorti daxilindo hesablamaq lazim golir. Bu ciir ehtimala sorti
ehtimal deyillir. B hadisasinin bas vermosi sortindo A hadisasinin sorti ehtimali
P(A/B) kimi igars edilir,

Tutag ki, n elementar hadisadon m-i A hadisosi, k saydasi iso B hadisasi iiglin

alverislidir.Onda
P(A):%,P(B):%
Forz edok ki, B hadisosi basverdikdo A hadisasi liclin olverisli hallarin say1 |-
dir.Onda kllasik ehtimalin torifino A hadisosinin sorti ehtimali

P(A/ B):E
olar.Axirinc1 baraborlikdo kosrin surot vo moxracini n-o bolsok, sorti ehtimal iigiin
I
n _P(AB)
P(A/B)=N -2/
W= e)
n

diisturunu alariq.

AB hadisosi {igiin alverigli hallarin say1 | — oldugu {i¢iin Iﬁmﬁtleq ehtimaldir.

Beloliklo, B hadisasinin bas vermaosi sortindo A hadisosnin sorti ehtimali



kimi hesablanilir.
Sarti ehtimalin xassalari.
Sorti ehtimalin agagidaki xassolori vardir:
1.P(A/B)>0
2.P(A/Q)=1
3.P(A/B)+P(A/B)=1
4.P(@/B)=0
5.A c Aolduqda P(A/B)<P(A,/B)
6.0<P(A/B)<1
7.P(A\UA,/B)=P(A/B)+P(A,/B)-P(AA,IB)
Bu xassalor miitloq ehtimalin uygun xassalarinden alinir
Sorti ehtimalin diisturuna asason

P(C)=1- P(C):l_g_f=%

AB = A AC:A(A+513=A+AB:A
P(AC = P(A)):%

P(A/C)= PFE?CC))zl

EHTIMALIN VURMA DUSTURU. TAM EHTIMAL
DUSTURU.BEYES DUSTURU

EHTIMALIN VURMA DUSTURU.

B hadisasinin bas vermasi sortindo A hadisasinin P(A/B) sorti ehtimali
P(A/B)= P(AB)
P(B)
diisturu ilo hesablanilir.Buradan, B hadisosinin P(B)> 0 sortsiz ehtimali molum olduqda ,
A vo B hadisalorinin eyni zamanda bas vermosinin ehtimalini toyin etmok olar:

Forz edok ki, A,...A, hadisalori

P(A)>0,P(AA,)>0,..,P[A..A ]~0
sortlorini 6doyir.Onda asagidaki diistur dogrudur:
P(A..A)=P(A)P(A, 1 A)P(A I AA,).PAIA A, )



Dogrudanda
p(A)P(A, /A ).P(AIA.A )=P(A)

olar.

TAM EHTIMAL DUSTURU
Forz edak ki, A,..., A, hadisolori tam sistem togkil edir.Onda ixtiyari A hadisasi li¢lin

P(A)= Y P(A/BP(E))
i=1
Isbati.Dogrudanda ehtimalin toplama vo vurma diisturlarina osason yaza bilorik:

P(A)=P(AQ)= P(i ABiJ = Z P(AB, )= Z P(A/B,)P(B;)

i=1

BEYES DUSTURU.
B hadisosi A (k=12..,n) hadisolorindon biri bagverdikdo bagverir vo smaq

noticosindo B hadisesi bagvermisdir. Sinagdan avval A (k=12,...,n) hadisalorinin P(A,)

ehtimallar1 vo B hadisosinin A (k =12,..,n) hadisalorinin hor birino goéro P(B/A ) sorti

ehtimallart molumdur. B hadisasinin bas vermasi A, hadisasinin ehtimalina neca tosir edir?
Bu mosaloni hall etmok {i¢iin

P(BA,)=P(B)P(A,/B)=P(A)P(B/A/)

barabarliklorindan istifada edak.

Buradan
p(A /B)= P(Akz)FES/Ak)
baraborliyi vo tam ehtimal diisturuna asason
P(A /B)= nP(Ak)P(B/Ak) k=12,...n

> P(AJP(B/A,)

k=1
miinasibati alinir.

Axirinct  borabarliys Beyes diisturu deyilir.Smaqgdan ovval hesablanan P(A, )
ehtimallar1 apriori ( monast “‘ovvolki ', burada sinagdan ovvolki ) olan apriori latin
soziindon gotiiriilmiisdiir) ehtimallar, sinagdan sonra hesablanan P(A /B,k=12,..,n)
ehtimallar1 1so aposteriori (manasi sonraki) olan aposteriori latin s6ziindon gotiiriilmiisdiir.)
ehtimallar adlanir.

Burada baxilan A,k =12,...,n hadisalorino bozon forziyyslor, Beyes diisturuna iso
forziyyslar teoremi deyilir.

Beyes dusturu B hadisasi bagverdikdon sonra A,k =12,.,n  hadisalarinin

basvermoasi haqinda forziyyslorin ehtimallarini yenidon qiymatlondirmoyas imkan verir.

ASILI OLMAYAN HADISOLOR.



Iki hadisanin asili olmamasi
Ogor A hadisasinin bas vermosi B hadisosinin bas vermosi ehtimalina tosir etmirso
onda deyirlor ki, B hadisosi Ahadisosindon asili deyildir.Basqa sozlo
P(B/A)=P(B)
olduqgda deyirlor ki, B hadisosi A hadisasindon asili deyildir.
P(B/A)= P(AB)
P(A)
oldugu ti¢ilin asili olmayan hadisalar {i¢iin
P(AB)=P(A)P(B)
olar.
Tutaq ki, P(B)>0.Eyni gayda ilo P(A/B)=P(A) olduqda deyirlor ki, A hadisasi B
hadisosindon asil1 deyildir.Buradan yeno do
P(AB)=P(A)P(B)
oldugunu aliriq. Bu miinasibot AvoB-yo goro simmetrikdir vo onlarin ehtimallar sifir
oldugda da monasi vardir.
P(AB)=P(A)P(B) olduqda deyirlor ki, AvaBhadisalori asili vo yaxud statistik asil
deyillar.
Hadisolorin asili olmamas1 haqqinda asagidaki tokliflori soylomok olar:
Teorem 1. AvoB asili olmayan hadisalor olarsa , onda (A,B) (A B) (A, B)ciitlorinden
hor birini toskil edon hadisalor do asili olmaz.
Isbati. A B hadisalorinin asili olmadiglarini gdstarmok kifayotdir.Qeyd edok ki,
AB = A—(AB)
Ona gora do P(AB)=P(A)—P(AB)
A va B hadisalari asili olmadiqglarini nazars alsaq

P(AB)=P(A)- P(A)P(B)= P(Af1- P(B)]= P(A)P(B)
oldugunu yaza bilorik.Demali, A voB hadisolori asili olmayan hadisalordir.
Hadisalarin asili olmamast haqqinda asagidaki tokliflori sdylomak olar:

a) P(B)~0 oldugda P(A/B)=P(A) boraborliyi A voB hadisalorinin asili olmamasi
ticlin zaruri va kafidir.
b) Tutaq ki, AvoBasili olmayan miisbat ehtimalli hadisalordir.Bu halda A vo B
uyusandir.
Dogrudanda, P(AB) =@ olarsa, P(AB)=P(A)P(B)=o olar.Bu iso sorts ziddir.
C) AvoB hadisalorinin asili olmamasi
P(A/B)=P(A/B)=P(A)
borabarliyi ilo eynigiicliidiir.Burada 0< P(B)<1
Qeyd edok ki, AvoB uyusmayan hadisalor vo P(A)>0,P(B)>0olduqda onlarin asili
hadisalor olar. AvoB hadisalori uyusmayan oldugu iigiin
AB =3 vo P(AB)=P(2)=0,
0=P(AB)=P(A)P(B) -0
Beloliklo, AvoB asili hadisalordir.



Teorem 2. A voB,; A va B,hadisalori asili olmayan, B, voB,uyusmayan hadisolor
oldugda A voB, + B, hadisalari asili olmayan hadisolordir.

Isbati.Dogrudan da,

P(A(B, +B,))= P(AB, + AB,)

A B, vo AB, hadisalori uyusmayan olduglari li¢lin

P(AB, + AB, )= P(AB, )+ P(AB,)= P(A)P(B,)+ P(A)P(B,) =

= P(A)P(B,)+P(B,)]= P(A)P(B, + B,)

Belaliklo,

P(A(B, +B,))=P(A)P(B, +B,)

Bir neca hadisonin asili olmamsi
A, A, ,..., A hadisalorindon istonilon ikisi asilt olmadiqda onlara ciit-ciit asilt olmayan
hadisalar deyilir.
P(AA )=P(A)P(A )i = j;i,j=12,..,n
A, A, ..., Ahadisalori liglin 1<i< j<k=<..<n indekslorinin  biitliin - miimkiin
kombinasiyalari ti¢iin 2" —n—1sayda

P(A A ..A )=P(A P(A L.PA ) 1<i <i,<.i.k=23..n,

yani (AA) P(A) P( J)|¢j;i,1—12 ..... n
P( ) A| P( J).
(AAJ-A) A P(AJ)

P(AA,..A)=P(A)P(A)..P(A)
barabarliklori 6danildikds garsiligl ( birgo) asili olmayan hadisalor adlanir.
Qeyd edak ki, ciit-ciit asilt olmayan hadisalor garsiliqh asili ola bilor. Bu monada
hadisolarin qarsiliglt asili olmamasi anlays1 ciit-ciit asili olmamaq anlayisindan daha
glicliidiir.Masalon, Q =(w,,,,»,,»,) eynichtimalli elementar hadisalar fozasinda

A:(wl’a)Z)’ B :(a)l’a)3)1C :(a)1’a’4)

hadisolori buna misal ola bilor.Dogrudan da,

P(A)=P(B)= P(C):%

P(AB)=P(AC)=P(BC)= 1

barabarliklori A,B va C hadisalarinin ciit-ciit asili olmadigini,
1 1

P(ABC)=P(@,)= 178" =P(A)P(B)P(C)
barabarliyi iso onlarin qarsiliglt asili oldugunu gostarir.
Hadisolorin asili olmamasi haqqinda asagidaki tokliflori s6ylomak olar:
1) n sayda hadisolorin asili olmamasi, bu hadisalordon istonilon saydasini onlarin
tamamlayici hadisolori 1lo ovoz etdikdo doyismir.



2) A....A asili olmayan hadisalor olarsa, onlardan gotiiriilon ixtiyari r (r <n) sayda
A, ..., A hadisalari do asili olmayacaqdir.
3) Asiliolmayan A,..., A hadisolorindon he¢ olmasa birinin bas verma ehtimali

A UA |-1-B- P L (A )

kimi hesablanilir.

Bilma3 .ARDICIL TOKRAR SINAQLAR.BERNULLI SXEMI

Bernulli diisturu vo Bernulli teoremi.

Bernulli sinaglari.

Tutaq ki, miiayyan sortlor kompleksi daxilinda ardicil sinaqlar aparilir.9gar har bir
sinagin naticasi digor sinagin naticosing tosir etmirsa, onda belo sinaglara asili olmayan
siagqlar deyilir.

Aparilan asili olmayan hor sinagin noticasi “ugurlu” va ya “ugursuz” ola bilor, yoni
gozlonilon tosadiifiii A hadisosi bag vers, yaxud bas vermayo bilor.Asili olmayan sinagin
iki noticosindon birinin bas vermosi halina Y.Bernulli baxmisdir vo onu Bernulli sxemi
adlandirirlar.

Tarif Eyni bir smmagin tokrarindan ibarot sinaqlar asagidaki iki sorti 6dodikds, Bernulli
simagqlar1 adlanir:
a) smaglar asili olmayandirlar;
b) hor bir sinagin yalniz iki naticasi vardir vo bu naticolorin ehtimali biitiin sinaqlar
ticlin eynidir;
c) Bernulli sinaginin naticalorindon birini sorti olaraq “+”, digorini iso
“-“adlandiraq.

Bernulli diisturu va Bernulli teoremi.

Tutaq ki, n sayda asili olmayan sinaq aparilir vo har bir sinagda A hadisasinin bas
vermasi ehtimali sabit p adadina, bas vermomasi ehtimali isa q=1-p adadina barabardir.i-Ci
smagin naticosini B,,i =1.2,...,n ilo isars edok.Bu ardicilligin m hissosindo A hadisasi, qalan
n-m hissasindo iso A olarsa, bels ardcilliglarin say1 C™ olar.

Sinaqglar asili olmadiglarindan onlarin noticolori — hadisalor do asili deyillor vo
ehtimallarin vurulmasi qaydasina gora belo ardicilligin ehtimali p™q""odadins barabor
olar.Onda uyusmayan (birgs olmayan) hadisslorin ehtimallari hagqinda qaydaya goro m-
godar A-dan vo n-m godor A -don ibarat ardicilliglarin ehtimallar comi

p,(m)=Cp"q""
olar.



Aparilan n Bernulli smaginda “+” naticonin bas vermo saymi s, ilo isaro

edok.Beloliklo asagidaki noticoyo golirik:
Bernulli diisturu. Tutaq ki, aparilan n Bernulli smaginda miisbot noticonin
basverma say1 s, -dir. Hor sinagda miisbat naticonin bas verma ehtimali iso p- dir.Bu halda

p,(m)= P(s,=m)=C"p"q""(q=1- p,m=012,...,n)

p,(m) ehtimallarina binomial paylanma deyilir.Bu paylanma m=0,1,..., n adadloari ilo p,(m)

-lor arasinda uygunluq soklinds verilir. (1) ehtimali (px+q)" binomunun ayrilisinda x*-nin

omsalina borabor olduguna goro, ona binomial ehtimal deyilirlor.Binomial ehtimallarin
coxlugu binomial paylanma, n vo p sabitlori iso onun parametrlori adlanir.
Binomial paylanmanln xassalori:

1) p,(m)>0, Zp

Bu munambetm dogrulugunu iki miilahizodon almaq olar.Birincisi, n ardicil asili
olmayan smaqlar zamani1 hadisolor ardicilliglar1 tam sistem togkil edir vo onlardan hor
hansinin bas vermasi yaqin hadisadir.Ikincisi, axirinc1 miinasibatin dogrulugu

p+q ZCm mnm Zp

binomunun agilisindan ahmr.
2) p,(m) ehtimali m-don asili funksiya kimi 6ziiniin on bilyiik giymsotini (n+1)p odadi kosr

oldugda (n+1)p adadinin tam qiymatindo, tam adad oldugda iso m=(n+1)p vo m=(n+1)p-1
qiymatlorinds alir.
Torif. p,(m) ehtimal dziiniin an boyiik giymotini m=m, giymatinds alarsa, onda m,

odadi binomial paylanmanin modasi, p,(m,) iso maksimal ehtimal adlanur.
3) n sayda Bernulli sinaglarinda miisbat naticonin r-don az syda bas vermasi ehtimalini

Z p,(m) kimi hesablamagq olar.

BINOMJAL PAYLANMA UCUN ASIMPTOTIK DUSTURLR.

Ehtimal nozoriyyssinds p,(m) ehtimali iigiin miixtolif asimptotik diisturlar
verilmisdir.Burada Puasson va Muavr-Laplas diisturlari ils tanis olacayiq.

k
Puasson teoremi. n—oo,np > 1=C‘p*q"™* - %e—l

Bu miinasibot har bir k-ya gore miintozom 6danilir.
Isbati. Bu miinasibat asagidaki barabarliklardan alinir:



o nn=1)..(n—k+1 X Nk
Cipq"™ = ( )n(k - )X(ns.) @-p)

n(n—l)...(kn—k +1) :1{1_1) (l_k_lj 1

n n n

Lim(1— p)"™* = Lim(1- p)" = Lim[(l— p);}np e

(np)* _ 2°
k! k!
Teoremo osason n kifayot qodor boyiik, p iso kifayot qodor kicik oldugda
np) .
()= "L e
asimptotik borabarliyi dogrudur.
Bu diisturdan adston p <0.1,npq <9 olduqda istifads edilir.

Lim—

Muavr — Laplasin lokal teoremi
n-in kifayst qadar boylik qiymatlorinde Bernulli diisturundan istifade texniki cohatdon
¢otinlik yaradir.Laplasin lokal teoremi p, (m)=C"p™"q""chtimallar1 hesablamaq {igiin

olx) _

(%)
asimptotik yaxinlagmasidir).
Qeyd edok ki, xiisusi halda p=1/2 ii¢lin asimptotik distur 1730-cu ildo Muavr
torofindon alinmigdir.1783 cii ilds iso Laplas bu diisturu istonilon 0< p <1
liclin isbat etmisdir.
Teorem. Ogor asili oimayan sinaglar zamani miisbat noticonin bas vemasi ehtimali, p
sabitdirso, onda

asimptotik yaxinlasma diisturudur.( lim“5= =1,x > olduqda, deyirlor ki, f(x) ¢(x)-n

XZ

Lim./npq p :Ee 2
m—np

vnpq
qiymatlorinds y1§ilma miintozomdir.
Teorems asason aparilan n sinagda hadisonin m dofs bas vermasi ehtimali togribon

dogrudur, burada x= vo X miioyyan sonlu parcada doyisdikdo biitiin k=0,1,...,n

XZ

1 _ 1 5
pn(m)—ﬁ(ﬂ(X)mp(X)—Ee
barabarliyi ils toyin edilir.
x-in miisbot qiymotlori ti¢lin ¢(x) funksiyasinin qiymotlori cadvali islonib
hazirlanmusdir. ¢(x) tok funksiya oldugu ii¢iin x-in monfi qiymotlori {igiin do homin
cadvaldaen istifads etmok olar.



Muavr — Laplasin inteqral teoremi.
Aparilan n sayda Bernulli sinaginda *“ miisbot” noticonin bas vermo sayinin
miioyyon par¢ada yerlosmosi ehtimalini hesablamaq ii¢iin asimptotik diisturu Muavr —
Laplasin inteqral troremindon almaq olar.

Teorem.
s, —np 18X
Pla<s—"——<b|—>—|e 2
etmpe)- &
miinasibati miintozom 6donilir.
15w
—|e “du
Nzl
funksiyasina Laplas funksiyas1 deyilir.

Laplas funksiyasinin miisbat x-lor iigiin qiymatlori codvali islonib hazirlanmisdir.Bu
funksiya tok funksiyadir, yoni
®(x)=-@(x)
sorti Odonilir.Bu iso o demokdir ki, ®(x) funksiyasinin monfi x-lor {igiin giymatlorini
axirinct diisturun komoyi ilo hesablamagq olar.
Codvoldo @(x) funksiyasmm giymotlori x <5 iigiin verilmisdir. x> 5oldugda

®(x)=0.5 gobul ertmok olar.
Laplas  funksiyasinin  qiymotlori  coadvolindon  istifado  etmok  {igiin

®(x)=

b %
P[a <5 0P bJ - LIe 2 miinasibotini asagidaki kimi yazaq:

\npq Vor s,
Plas> =M oy ziieidxjtife X22dx_ ]1 g T X? —®(a)
A Npq Jor s J2r NPV Ver g
: —np _m, C
Qeyd edok ki, {m <m<m,} hadisasi { < }hadlssm ilo
' ’ Jnpqg an \Jnpq

eynigiiclii hadisadir.Ona gora do asili olmayan n sinaqda hadisonin on az1 m;, an ¢oxu s
m, dofs bagvermasi ehtimalinl togriban p,(m,,m,)= ®(x,)-d(x,) barabarliyi ilo
hesablamagq olar.

L — NP X. = m, —np

m
Jeg 7 Jnpg

Burada x, =

Muavr Lapalasin inteqral teoreminin tatbiqlaori.
Asili olmayan n sayda siaqglarin hor birindo A hadisosinin bag vermo ehtimali p
adadinag barabardir.

Muavr — Laplasin inteqral teoremini ‘m— p|<& borabarsizliyinin ehtimalinin
n

giymoatlomdirmasine totbiq edok.



Bu mogsadlo PG% -p

< aj = B isaro edok. n in bdyiikk qiymatlorinds g ehtimalini
tapmagq olar:

Pﬂm—p -<8j=P - /1<m<g /1
n Pq Pq

Demoli, Muavr — Laplasin inteqral teoreminino gora
< g} - L j e 2dx=1

ﬂ 1 e,
Beloliklo asagidaki teoremin dogrulugunu aliriq.
Bernulli teoremi. Tutaq ki, aparilan n Bernulli sinaglarinda miisbat noticonin bag vermo
say1 s, , har bir sinagda miisbat naticonin bas vermo ehtimali iso p-dir.Bu halda

LimP{ > _pl> g} -0
n
boraborliyi dogrudur.

A hadisosinin p bas vermo ehtimalina osason ovvocodon onun hoqigoton bas
vermasi vo ya bas vermomosi haqqinda goti fikir sdyloya bilmorik.Lakin kiilli migdarda
tocriibolordo asagidaki faktin dogrulugu askar edilmisdir: ehtimali vahide yaxin hadisslor
sanki hokmon bas verir, ehtimali sifra yaxin olan hadisalor iso ¢ox nadir hallarda bas
verir.Birinci nov hadisalari praktiki yaqin, ikincilori ise praktiki miimkiin olmayan hesab
edirlor.Hadisonin praktiki miimkiin olmamasi {i¢cliin onun ehtimali no dorocods kigik
olmalidir? Bu suala birqiymatli cavab vermak olmaz, ¢iinkii burada baxilan hadisonin no
daracada shomiyyatli olmasi nozars alinmalidir.Masalon, riyazi statistikada ehtimali 0.001
va 0.005 sorhadlari arasinda yerloson hadisalor praktiki miimkiin olmayan hesab edilir.

Bernulli teoremi tosdiq edir ki, kiilli migdarda sinaqlarin seriyasinda hadisalorin
tezliyl ilo onun ehtimali arasinda forqin istonilon godor kicik olmasi praktiki yoqin
hadisadir.Belaliklo, bu teorem ehtimalin statistik torifini asaslandirir.

Bernulli teoremi 1713-cii ildo miiollifin olimiindon 8 il sonra latin dilindo nosr
edilmisdir.Miitoxossislor bu teoremi ehtimal nozoriyyasinin inkisafinda mithiim kosf kimi
qiymotlondirmislor.

Akademik B.V. Qnedenko: “ Bernulli teoremini miibaligosiz ehtimal nazariyyasinin
bir elm kimi varliginin baglangici hesab etmak olar”.

Akademik A.A.Markov: Boylk ododlor ganununun baslangicini qoyan teorem,
birinci dofo Bernullinin isinds ¢ap v isbat edilmisdir.Y. Bernulli 6ziiniin teoremini doqiq
sOylomis vo tam ciddiliklo isbat etmisdir

1. A hadisasinin bagverma tezliyinin p ehtimalindan kenarlagsmasinin « odadini
asmamast hadisasinin ehtimalini tapin.Bu ehtimal asagldakl kimi hesablanir:
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Beloliklo, P{%— D

2 a\/% Ra n
<apr— e 2dx=20| a_|—
} Vor ! ( qu
Axirinc1 boraborkikdo dord n,e,p, parametr var. Onlardan iigi molum oldugda
dordiinciisiinii tapmagq olar.
2.Tezliyin ehtimaldan konarlagmasimnin « ododini asmamasi hadisosinin verilmis 2

ododinindan kicik olmamasi li¢lin ne¢o sinaq aparilmalidir?

P{ﬁ —p< 0{} >
n
Inteqral teoremo osason

2 j e 2dx>p

2
oldugunu yaza bilorik. Demali, 2®[a /%J > x,.Laplas funksiyasinin qiymotlari

codvalindon verilmis « vo B -ya goro n- tapiriq. Bunun iigiin Laplas funksiyasinin

qiymotlori cadvalindon (D(xﬁ)zg sortini  0doyan  x,odadini tapiriq.Bu  funksiya

XZ

monoton artan oldugu tigiin « /% > X, oldugunu yaza bilorik.Buradan iso n> pg—~
(24

oldugunu alirgq.

3. Smaqlarin say1 vo [ echtimali verildikds

g p‘ miitloq qiymotinin miimkiin
n

sorhadlorini tapin.Basqa sozlo, /B vo n verildikdo  -n1 tapmaq lazimdur.
Y7,

a[E

“—p

< a} = 8 boraboarliyini 6doyon « -ni

n
2

g I ¥
E!ede:ﬂ

miinasibatindon tapiriq.

Bélma 4. TOSADUFU KOMIYYOTLOR.

TOSADUFU KOMIYYOT ANLAYISL.

Hadiso vo onun ehtimal1 kimi tesadiifii komiyyat anlayisi da ehtimal nazariyyasinin
osas anlayiglarindan biridir.Hor bir sinagin noticosino tosadiifii komiyyst kimi baxa
bilorik.Tosadiifii komiyyat, baxilan hadisoni keyfiyyot vo komiyyotco xarakterizo edon vo



tosadiifii = amillorin tosiri ilo bu vo ya digor sokildo miixtalif qiymatlor ala bilon
komiyyotlordir. Tosadlifii komiyyotin hansi qiymot alacagini qabaqcadan qoti demok
miimkiin deyildir.Onun hor bir sinaqda aldig1 qiymatlor miixtalif sobab vo tosadiiflordon
asil1 olaraq doyisir.

Smagin noticosini keyfiyyotco xarakterizo etmok o demokdir ki, sinaq zamani
konkret olamot

fakt qeyd olunur vo onun noticosinin  olamoto malik olub- olmadigi
miloyyanlosdirilir.Qeydo alinan bu olamot hadiso adlanir vo deyirlor : “hadiso bas verdi”,
ya da “hadiso bas vermodi”.

Sinagin noaticosini komiyyotco xarakterizo etmok o demokdir ki, sinaq zamani hor
hans1 kamiyyatin ala bilocoyi qiymatlor miioyyan olunur, bels ki, homin gqiymatlori sinaga
gadar toyin etmok miimkiin deyildir.Belo komiyyatlor tosadiifi adlanir.

Demali, tosadiifii = komiyyst sinaq naticasindo bu vo ya digor qiymat ala bilocok
doyison komiyyatdir.

Elementar hadislor fozasi sonlu vo ya hesabi ¢oxluq oldugda burada toyin edilmis
istonilon funksiya tosadiifii komiyyotdir.Ancaq elementar hadisolor fozasi geyri hesabi
coxluq oldugda Q-da toyin edilmis istonilon funksiyaya tosadiifii komiyyat kimi baxmaq
olmaz.

Bir ¢ox masaloalorin hallinds tosadiifii komiyyato elementar hadisolorin funksiyasi
kimi baxmaga ehtiyac yoxdur.Bu halda tosadiifii komiyyotlo bagli hadisolorin ehtimalini
bilmok kifayatdir.Beloliklo, adod oxunun kifayat qodor genis {B}¢oxluglar sinfi iigiin

{o: X(w)e B} tosadiifii hadisalori F o -cabrino daxil olmalidir.Bu halda P(w: X(w)< B)
chtimalma  baxmaq olar.  {w:X(w)eB}  sortinin  Odonilmosi  diglin  iso
{@: X(w)e(~0,x)}={w: X(w)< x} ¢oxlugunun F o -cabrins daxil olmasi kifayotdir.

Tutaq ki, hor hansi (Q,F,P) ehtimal fozasi verilmisdirBu o demokdir ki,Q
elementar hadisalor fazasi, onun o -cobr olan F hadisalor sistemi vo bu sistem iizorinda
toyin edilmis P(A) ehtimali gostorilmisdir.Tutaq ki, X =X(w) elementar hadisalor
fozasinda toyin edilmis funksiya, xiso istonilon hoaqiqi adaddir.Q ¢oxlugunun X(w)=< x
sortini 6doyan biitiin @ elementlari ¢oxlugunu {w/ X(w)<x} vo ya qisaca olaraq {X < x|}
ilo 1saro edok.

Torif 1. O elementar hadisalor fozasinda toyin olunmus va istonilon haqiqi x adadi
liclin

Q, = {o/X(w)<x}cF
sortini 6doyan X = X(w) funksiyasina tosadiifi komiyyat deyilir.

Tasadiifti kamiyyatlori latin slifbasinin boyiik harflori, X,Y,Z,... onlarin ala bilacayi
qiymatlori 1s9 kigik x,y,z,... il isars edacoyik.

Yuxarida geyd edilidiyi kimi, bir ¢ox hallarda tosadiifii komiyyoto elementar
hadisolorin funksiyasi kimi baxmaq ovozino bu tosadiifii komiyyotlo bagli hadisolorin
ehtimalin1 bilmak, yoni onun paylanma qanununu bilmok kifayatdir. Sonli vo ya hesabi
sayda intervallarin birlosmasi voyaxud kosismosindon ibarot olan hoqiqi adadlor
¢oxlugunun istonilon B ¢oxlugu liglin P{w: X(w)e B}jehtimali verildikds deyirlor ki, X
tosadiifi komiyyotinin paylanma ganunu verilmisdir



TOSADUFU KOMIYYOTIN PAYLANMA FUNKSIYASI

Tosadiifii komiyyatlori ancaq onlarin ala bildiyi giymatlor ¢oxlugunu gostormokio
toyin etmok miimkiin deyildir.Belo ki, qiymotlor ¢oxlugu eyni olan, lakin bu qiymaotlori
miixtolif ehtimallarla alan miixtolif tosadiifii komiyyotlor vardir.Buna goro do, tosadiifii
komiyyotin verilmoasi {i¢iin onun ala bilocoyi qiymatlor ¢coxlugu vo hom do bu giymotlori
hans1 ehtimalla aldig1 gostorilmalidir.

Bu mogsadls tosadiifii komiyystin paylanma funksiyasina baxilir.

Istonilon hoaqiqi x iiglin Q, coxlugu o -cobr olan F sistemino daxil oldugundan,
onun chtimali toyin olunmusdur.Bu ehtimala - X tosadiifii komiyyotinin x-don kigik
giymot almasi hadisosinin ehtimalina homin komiyyatin paylanma funksiyasi deyilir vo

F(x)=P(X <x)
kimi isaro edilir.

PAYLANMA FUNKSIYASININ XASSOLORI.

1. Paylanma fuksiyasinin giymotlar oblasti [0.1] parcasidir:

0<F(x)<1.

Bu xasso paylanma fuksiyasinin {X < x} hadisasinin ehtimali, hadisonin ehtimalinin
159 monfi olmayan va vahidi asmayan odod olmasindan alinir.

Verilmis tosadiifiii komiyyotlo bagli olan bir ¢ox hadisalorin ehtimalini homin
tosadiifii komiyyatin paylanma funksiyasi vasitosilo hesablamaq olar.

2. X=X(w) tosadiifi komiyyotinin [x,x,) yarimintervalinda qiymot almasi
hadisesinin ehtimali paylanma funksiyasinin x, vo x, noqtslerindaki gqiymatlori forqina
barabordir:

P(X1 <X = Xz): F(Xz)_ F(Xl)
X = X(w) tosadiifii komiyyatinin  x,-don kigik qiymot almasi hadisasini iki
uyusmayan hadisonin comi soklindo gostorak:
(X <%)={X <x }+{x <X <x,}
Onda ehtimallarin toplanma ganununa goro
P(X <x,)=P(X <x)+P(x, <X <x,),
P(x, < X <x,)=P(X <x,)-P(X <x)=F(x,)-F(x,)
olar.Buradan iso 2-ci xasso alinir.
3.Paylanma fuksiyas1 azalmayandir.

Dogrudan da, hadisonin ehtimali monfi adad olmadigindan, istonilon x, < x, {licilin
F(x,)=F(x)+ P04 <x=<%)>F(x).

Beliliklo,

F(x,)—F(x)=0,F(x,)= F(x,)

4.P(X >x)=1-F(x)

{X >x} hadisasi {X < x} hadisasinin tamamlayan1 oldugu ti¢iin
P(X >x)=1- P(X <x)=1-F(x)

5. x—>oo oldugda F(x)—



Tutaq ki, x,,n>1lartan ardicilligdir vo x, —oo,n—owoldugda. A,n>1 uyusmayan
hadisalor ardicillifina baxaq:
A={X<x}LA ={x_,<X=<x}n=23,..
Aydimndir ki, (X <x,) hadisasini A, A,,..., A hadisalorinin comi soklinds gostormok olar:
X <x}=A+A+..A
Onda ehtimallarin toplanma gqanununa goro

F(%)=P(X <%,)=P(A)+P(A)+..+P(A)
Aydindir ki, Q= CJ A .Ehtimalin Kolmoqorov aksijmlarina goroa

i=1

:P(OAJ gP( L|mZP = LimF(x,)

i=1

oldugunu alirgq.

6. x »—wooldugda, F(x)—0

Tutag ki, x,n>1monoton azalan ardicilligdir vo x, ——-o,n—oo0ldugda.
A =(X <x,),n>1 hadisalor ardicillig1 kasilmoyanlik aksiomunun sortlorini 6dayir:

ADA.DA D... VO ﬁAz@

Onda F(x,)=P(A)— P(@)=0
7.Paylanma funksiyair istonilon noqtods soldan kosilmoyondir, yoni istonilon x
noqtasindo
F(x-A)— F(x-0)=F(x) ,x—>+A
boraborliyi 6danilir.
Monoton azalan 0<A ,n>1 ardiciligmma baxaq vo A ={x—-A, <X <xjn>1 isaro

edok.Aydindir ki, A , = A voistonilon n {iglin x—A, < X <x sortini 6doyan o e Q olmadigi

liglin ﬁ A =@ . Kosilmayonlik aksiomuna gérs P(A,)— P(@)=0.

i=1

2-ci xassayo asason  P(A )=F(x)-F(x-A,).Belalikla, axirinci barabarlyin har iki
torafinds n — o olmagqla limits keg¢sak

F(x—A,)— F(x),A, > +0
oldugunu alariq.

Bu xassalar paylanma funksiyasini tamamilo toyin edir.Isbat etmak olar ki, verilmis
F(x) funksiyasinin miioyyon X tosadiifii komiyyatinin paylanma funksiyasi olmasi ii¢iin
onun 1,3,5,6,7 xassolorini 6domasi zoruri va kafidir.Bu toklifdon asagidaki notico alinir:

Natica.Haqiqi dayisonli f(x) funksiyasi

>oj X)dx =1

sortlarini 6dodikdo F(x)= J'f(tdt)

funksiyas1 paylanma funksiyasidir.
Hor bir tosadiifii komiyyat 6z paylanma funksiyasini birqiymitli toyin edir.Lakin
paylanma funksiyasmin verilmasilo tosadiifii komiyyot birqiymatli toyin edilmir.Hor



tosadiifii komiyyotin ancaq bir paylanma funksiyasi oldugu halda , bir funsiya miixtolif
tosadiifiii komiyyotlorin paylanma funksiyasi ola bilor.

DISKRET VO KOSILMOZ PAYLANMALAR.

Tosadiifii komiyyotin tamamilo toyin olunmasi ii¢iin onun aldig1 qiymetlor ¢oxlugu
vo bu qiymoatlori hansi ehtimalla almas1 gostorilmolidir. Tosadiifii komiyyatin paylanma
funksiyas1 bu monada onu tamamilo xarakterizo edon on universal vasitolordon
biridir. Tesadiifii komiyystin ala bildiyi qiymstlorlo , bu qiymatlors uygun ehtimallar
arasinda olago basqa iisullarla da verilo bilor.

Tosadiifiii komiyyatin miimkiin qiymatlori ilo onlara uygun ehtimallar arasinda olago
yaradan hor bir miinasiboto tosadiifii komiyyotin paylanma qanunu deyilir. Tosadiifu
komiyyatlorin paylanma qanunlar1 miixtolif formalarda olsa da, onlarin hamisndan
paylanma funksiyasini almaq homiso miimkiin olmalidir. Tosadiifii komiyyatin ehtimalinin
paylanma ganunu bir sira hallarda daha aydin vo olverisli sokillordo verilir. Bunlarin iki
osas novii ilo tanis olaq.

Diskret paylanmalar. Diskret tasadiifii komiyyatin payklanma qanunu.
Tutaq ki, tesadiifiii X komiyyatinin aldigt sonlu vo ya hesabi sayda x;,x,,...,x

qiymatlori va bu qiymatlori alma ehtimallar

P(X =x,)=p,,i =12,...,n,...
verilmisdir.Ciit-ciit uyusmayan

X =% X =%, e (X =X},
hadisalori tam sistem toskil etdiyindon i p, =1 sorti 6danilir.

i=1
Diskret tosadiifii X komiyystinin aldig1 x;,x,,... qiymatlorinin vo bu qiymotlori
almasinin  P(X =x,)=p, ehtimallarmin goéstorilmasi onun paylanma qanununu toyin
edir.Diskret tosadiifi komiyyatin paylanma ganunu codval soklindo verilir:
Xl XZ

Py P2
Bu cadvals diskret tosadiifii komiyyatin ehtimallarinin paylanma cadvali deyilir.
Diskret tosadiifii komiyyotin paylanma qanunu codval soklinds verildikds onun paylanma

funksiyasi
F(x)=P(X <x)=>"p,

X=X

kimi tapilir. F(x)=P(X <x)=>p, funksiyasi x, ndqtesinde kesilondir vo bu ndqtedo

X=X

sigrayisi p, adodino borabordir:

Koasilmaz paylanmalar. Siqliq funksiyast vo onun xassalari.



Ogor X tosadiifii komiyyotinin qiymatlor ¢oxlugu hesabi ¢oxluq deyilso, onda belo
komiyyotin paylanmasini onun ayri-ayr1 qiymatlorinin ehtimallar1 ilo vermok miimkiin
deyildir.Bu paylanmani ehtimalin nisbi sixlig1 vasitosi ilo vermok daha olverislidir.

Torif 2. X tosadiifi komiyyatinin ala bilacoyi qiymatin [x,x+Ax) intervalina diismasi
ehtimalinin bu intervalin uzunluguna olan nisbatinin, yani,

P(x < X < X+ AX)/ Ax

nisbotino X komiyyotinin paylanmasinin nisbi sixligt vo ya ehtimalin nisbi sixlig1
deyilir.Nisbi sixligin  Ax — 0 olduqda limitins X komiyyastinin x ndqtasinds sixlig1 deyilir
va f(x)) ilo isars olunur:

P(x < X < X+ AX)

f(x)=Lim ,AX = 0

F(x+ Ax)— F(x)

Axirinci barabarliyi f(x)= Lim soklinds yazagq.

Molumdur ki, F(x+Ax)-F(x) forqi tosdadiifii komiyyatin [x,x+Ax) intervalindan
giymot almasi hadisasinin ehnimalidir vo toqribon F(x) funksiyasinin diferensialina
barabordir.

F(x+ Ax)— F(x) = dF(x)

F/(x)= f(x),dx = Ax oldugu ligiin

F(x+ Ax)— F(x) = f(x)Ax

Axirmcei toqribi barabarliyin ehtimal manasi asagidaki kimidir: Tesadiifii komiyyatin
[x,x+Ax) intervalindan qiymoat almas1 hadisasinin ehtimali kifayot qodar daqiqliklo sixliq
funksiyasinin x noqtesindoki qiymati ilo bu intervalin Ax uzunlugu hasilino barabordir.

Bu noticoni hondasi olaraq tosadiifii kemiyyatin [x,x+Ax) intervalindan qgiymot
almas1 hadisasinin ehtimali oturacagi Ax, hiindiirliiyii iso f(x)olan diizbucaqlinin sahasinog
barabardir kimi sdylomak olar.

Kosilmoz tosadiifii komiyyotin ehtimalinin paylanmasi paylanma funksiyasi
vasitosilo toyin edilir.Paylanma funksiyalarinin qurulusu iso osason miirokkab vo
miixtolifdir.Lakin elo kosilmoz tosadiifii komiyyotlor vardir ki, onlarin paylanma
funksiyasi , miioyyan xassasi olan basqa bir p(t)>0 funksiyasi vasitasilo

F(x)= j p(t)dt

kimi sada sokilda verilir.Ehtimalin paylanmasi ilo slagadar olan masalalari bels tasadiifii
komiyyotlor vasitosilo 0yronmok daha olveriglodir.

Torif 3. Paylanma funksiyasi F(x)= jp(t)dt soklinds olan X tosadiifii komiyyatina,

miitloq kosilmoz tosadiifii komiyyat , p(t) funksiyasina iso onun ehtimalinin paylanma
sixl1g1 vo ya sadaca olaraq sixliq funksiyasi deyilir.
Praktikada tesadiif olunan kosilmoz paylanma funksiyalar1 bir qayda olaraq

F(x)= I p(t)dt soklindo gostarilo bilir, yoni miitloq kosilmoz funksiyalardir.Buna goro do

—00

miitlog kosilmoz tosadiifii komiyyotlori sadoco olaraq kosilmoz tosadiifii komiyyatlor
adlandirirlar.(lakin bunlar1 garigdirmaq olmaz)



Sixlhq funksiyasimin asagidaki xassalori vardir:
1.p(t)>0,~0 <t <o

2.T p(t)dt =1

3.d2£x) = p(x)

4.P(X € A)= [ p(x)dx.

Burada A istonilon Borel ¢oxlugudur.
Uciincii xasso p(t)t=x niiqtosindo kesilmoz olduqda dogrudur.Onun dogrulugu

yuxari sorhaddi doyison olan miioyyon inteqrralin téromasi haqqindaki teoremdon alinir.

F(x)= j p(t)dt ) barabarliyindan istonilon x, < x, liglin

—0

P(x, <X <x,)= f p(t)dt

miinasibati alinir.

F(x)= I p(t)dt barabarliyindon istonilon x ligiin

—00

P(X =x)= LinP(xs X < x+%j: Lim Jp(t)dt =0

miinasibati alinir.Buradan aydin olur ki, ixtiyari X kasilmaz tosadiifii komiyyati
P(x, <X <x,)=P(x, < X <%,)=P(x, < X <X,)
miinasibatlorini 6dayir.
Kasimoaz tesadiifii kamiyyatin sixliq funksiyasi verildikde onun paylanma funksiyasi

F(x)= Ip(t)dt boraborliyi ilo tapilir.Paylanma funksiyasi iso tosadiifii komiyyotin

—00

ehtimalinin paylanma ganununu toyin edir.Buradan aydindir ki, X kosilmoz tosadiifii
komiyyatinin ehtimalinin paylanma qanunu onun sixliq funksiyasmnin verilmasi ilo
tamamilo toyin edilir

TOSADUFU KOMIYYOTDON ASILI FUNKSIYALAR.

X kosilmaz tosadiifii komiyyat oldugda Y =aX +b tosadiifii komiyyastinin paylanma
va sixliq funksiyalarini tapagq.
Ovvalco a>0 halina baxaq.Bu halda g(X)=aX +b funksiyasi monoton artan

funksiyadir.Demali,

F (x)=P(@x +b=<x)= P(X <%): FX(%j

(2 2

Buradan iso



a=<0 oldugda g(X)=aX +b funksiyasi monoton azalandir.Onda

FY(x)zP(aX+b<x)=P(x>X_bj 1- P(X<X—bj 1 F(X bj

a a a
Buradan iso

N R A e R =
Belolikla, f, . (x)= f, [X_b)_ olar.

X kosilmoz tosadiifii komiyyat vo g(x)=x’oldugda Y =g(X)=X? tosadiifu

komiyyatinin paylanma va sixliq funksiyalarini tapin.
Holli. x <0 oldugda F,(x)=P(Y <x)=0, f,(x)=F/(x)=0

x>0 oldugda F, (x)=P(X? <x)= (\/_<x<\/_) (Vx)-F VX)
00— R P - )1 L

1) )

Yuxarida deyilonlori iimumilesdirarak asagidaki teoremin dogrulugunu isbat etmok

Buradan

olar.
Teorem . X kosilmoz tosadiifii kemiyyat , y=g(x) kesilmoz vo monoton funksiya

oldugda Y =g(X) tosadiifii komiyyatinin paylanma F, (x)=F(g*(x)), sixliq funksiyast iso .
f,(x)= 1, (g’l(x)1 g7 (x ” soklinds olar.

Isbati. y = g(x) kesilmoaz vo monoton funksiya oldugda onun x = g(x)

tors funksiyasi vardir.Onda Y = g(X ) tosadiifi komiyyatinin paylanma funksiyasi
R ()= P(9(X)=<x)=P(X < g7(x))=F (g7(x))
olar.Beloliklo, F,(x)=F(g(x))

y =g(x) funksiyasi diferensiallanan oldugda Y =g(X) tosadiifi komiyyatinin sixliq

funksiyast F, (x)=F(g™*(x)) funksiyasinin birinci tortib tromosine borabardir.
f, (0= F/(0) = (Fe (g (0) (97 (0)f = (o™ (la ()]

Forz edok ki, y = g(x)funksiyasi kasilmaz vo monoton azalan funksiyadir.Onda onun
tors funksiyasida monoton azalandir. Y = g(X )tesadiifi komiyyatinin paylanma funksiyasi
olar. y =g(x) funksiyasi diferensiallanan olduqda

P(X = g‘l(x)):o Vo (g‘l(x)y <0

oldugunu nozors alsaq
fy (X) = (1_ P(X < 9_1(X))y =-F (g _1(X))=
-9 00Ng () =T (g (0)( ()

alariq.Beloliklo, y=g(x) funksiyasi monoton vo diferensiallanan oldugda X kosilmoz
tosadiifi komiyyastinin sixliq funksiyasi

f, ()= 1, (g (9)lg ()]



soklindo olar.

Bolma 5. Birolcgiilii paylanmalar. Normal paylanma ilo bagh
paylanmalar.

Birolciilii diskret paylanmalar.
Puasson paylanmast

X tosadiifii komiyyati k=0,1,2..... qiymatlarini uygun olaraq

2,

(x, 1) =—e (1>0)

ehtimali ilo alirsa, onda ona A parametrli Pyasson komiyyati deyilir.
k

(k,A) = %e‘i (k >0) ardicilligina A parametrli Pyasson paylanmasi deyilir.

Pyasson paylanmasi nazoriyyado B omali foaliyyotdo (mosalon; fizikada, biologiyada,
etibarliliq Bo kiitloBi xidmot nozariyyasinda) genis totbiq edilir.
Asanligla yoxlamagq olar «i,

7(k,A) >0, iﬁ(K,i) =1

Hbndasi paylanma

Forz edok ki, n sayda asili olmayan sinaq aparilir B9 hor sinagda A hadisosinin bas
Bermo ehtimali p-yo borabordir. By o demoxkdir ki, hor hansi sinaqda A hadisonin bas
Bermosi (bas Bermomaosi) nroBbati sinaglarda homin hadisonin bas Bermosina tosir etmir.

Asili olmayan siagqlar1 A hadisosi bas Berono godor daBam etdirok. By sinaqlarin sayin
X 1ilo isara edok. Aydindir ki, X 0,1,2,... gqiymotlori alan diskret tosadiifii komiyyatdir. X
tosadiifii komiyyatinin m qiymatini almasi hadisasinin ehtimalini hesablayaq.

X=m olmas1 liaiin birinci m-1 sinaqda A hadisasi bas Bermomali, m- Ci sinaqda iso bas
Bermolidir. Sinaqglar asili olmadigina grora axtarilan ehtimal

P(X=m)=(1-p)""p

olar.

P(X=m)=(1-p)™'p baraberliyi ilo Berilon ehtimallar oxlygyna p parametrli hondosi
paylanma deyilir.

Hiperhandoasi paylanma

Qutuda M sayda ag, N-Msayda iso qara har vardir. Bozi hallarda momulatin
keyfiyyotini yoxladigda o, siradan cixir.Mosolon,mohsulun keyfiyyotino nozarsti hoyata



kecirarkon nazarat amaliyyat1 naticosinds mohsul satih {igiin yararsiz hala diihiir.Bu halda
momulatlarin hamisinin deyil, onlarin miioyyon hissasinin keyfiyyoti yoxlanilir. Tutaq ki,
qutudan tosadiifii gaydada n har ¢ixarilmihdir. Cixarilan harlardan m sarin ag har olmasi
hadisasinin ehtimalin1 hesablayaq. N hardan n hart C] isulla segmok olar.Demali,

miimkiin hallarin say1 CJ -dir.Cixarilan harlardan m harin ag har olmasi hadisasi( A) {i¢iin
olverihli hallarin sayimn1 tapaq. M ag hardan m har1 CJ iisulla, N-M qara hardan iso n-
m har1 C{}, lisulla segmok olar.Onda olverihli hallarin say1 C;,C{}, olar.Belaliklo, klassik
ehtimalin torifine gors axtarilan ehtimal

P(R)= S
Cu
olar
k m-k
h(k,N,n,m) = Zn Cm
Cy
. Ck.cm—k L. . . .
iharo  edok.h(k,N,n,m)=——n boraborliyi ilo verilon ehtimallar ¢oxluguna

N

hiperhandasi paylanma deyilir.

Birolciilii kasilmaz paylanmalar.

Miintazom paylanma
[a,b] pargasinda giymat alan kosilmoz X tosadiifii komiyyatinin sixliq funksiyasi
0,x ¢ [a,b]
f =
) bi,x e [ab]

soklindo oldugda miintozom paylanmaya malik tosadiifii komiyyot deyilir.
Miintozom paylanmaya malik tosadiifii komiyyatin (x,x + A)intervalindan qiymot almasi

x—don asili deyildir vo par¢anin Auzunlugu ilo miitonasibdir:

X+A 1 A
P(x < X < X+AX)= I dt =
- b-a b-a
X tosadiifii komiyyatinin paylanma funksiyasi
0,x<a,
F(x)={2"2 a<x<b,
b-a
1Lx>Db

hokilindadir.



Normal paylanma
Normal paylanma terminini ehtimal nazoriyyasino K.Pirson daxil etmihdir. Bu terminlo
yanahi, "Haus paylanmas1", "Haus qanunu" terminlori do ihlodilir.
_(x-a)®
2
e 2c
s \/E —0 < X <o, 6>0)

boraborliyi ilo verilon funksiyaya normal sixliq deyilir. Uygun paylanma funksiyasina is9
normal paylanma funksiyasi deyilir.

f(x;ac) =

. (=)

F(x;ac) = [e 26° (it

oV 2T

a=0,0=1 oldugda:
X2
F(x0D) =——e 2

T Ven

Vo
F(x;0)=—— | e
\2m _'[o

Bu funksiyalara uygun olaraq standart normal sixliq ve standart normal paylanma
funksiyalar1 deyilir.

. ()’

2
oon [e 27 dt boraborliyi ilo verilon tosadiifi

Komiyyoto (a,az) parametrli normal xomiyyot deyilir vo X eN(a,c?) kimi iharo edilir.

X eN(0)) komiyyatina standart normal koamiyyot deyilir. Normal paylanmanin va onun
sixliq funksiyasinin grafiki hakil 1-ds verilmihdir.

F(x:a.c)

Paylanma funxsiyas1 F(X;ac0)=

Sakil 1. Normal paylanma



Normal paylanmanin ahagidaki xassolori vardir:
1) fxao) =11 =201
o (e}
F(xa,0) = F(*—:01)
(e}
2) F(—x;a;0) =1-F(x;a;0)
3) Mormal ayrinin formasi s parametrindon asilidir. Normal ayri o-nin azalmasi ilo

ordinat oxuna sixilaraq, onun boyunca yuxari dartilir; o-nin artmasi ilo iso absis oxuna
sixilaraq, onun boyunca genalir.

v

Sokil 2. Normal ayrinin formasinin o-dan asililigl
4) f(x,01) = 0,x — +oo
Axirinc1 miinasibat z =4(f(4)=0,0001~0)— don bdyiik olduqda taqriban ddonilr. Ona

gora do bu funksiyanin qiymotlori codvalindo arqumentin (0 ,4) intervaldaki qiymatlori
verilir.

F(x,0,1)= \/_ je 2dt inteqrali elementar funksiyalar ilo ifado edilmir. Ona goéra do
Laplas funk51ya51ndan istifado edilir.

\/_ _[ e 2dt
Bu inteqral yuxaridan y= f(x) oyrrisi, ahagidan absis oxu, soldan ordinat oxu,
sagdan 1so y = xdiiz xoatti ilo hiildudlanmih fiqurun sahasing borabordir.

Laplas funksiyasinin ahagidaki xassalori vardir:
1) @(x)- monoton artan funksiyadir.

@' (x ):T 2 >0, istonilon x lgiin ;
2) ®(x)- tok funksiyadir , ®(-x)=-®(x) (qrafiki absis oxuya nazaron simmetrikdir)
. Xiisusi halda @®(0)=0.
3) ®(x)—>05x—>o .Bu xasso laplas inteqralindan alinir. @®(4)=0,49997 ~05 Vo
monoton oldugu tiglin tacriibads kifayat qodar dogigliklo ®(x)=0,5, x>4 gabul etmok
olar.

U¢ sigma ganunu.



P(X —a|<s)= cp(fj - q)(— ﬁj - 2®(fj
(o) (o) (o)
Diisturunda ¢ =to qobul etsok
P(X —a|<to)=20(t)
oldugunu alariq.Xiisusi halda t=3 qobul edorok, ®(3)=0,4986 oldugunu nozors alsaq
®(3)=0,4986
P(X —a <30)=2d(3)=09972
oldugunu yaza bilorik.Bahqa sozlo, |X —a| - ¢ hadisesinin ehtimal1 kifayot qader kigik
0.0028 odadine borabordir.Bu iso o demokdir ki, |X —a|>¢ hadisesi orta hesabla 10000

haldan 27-da bahvera bilor.Yoni bu hadisa praktiki olaraq miimkiin olmayan hadisadir.Ug
sigma ganununun mahiyyati do mahz bundan ibaratdir.

Logqarifmik normal paylanma.Pareto paylanmasi.

Ehtimal modellorinin qurulmasinda yormal tosadiifii komiyyatlordon asili geyri xotti
funksiyalarin  paylanmasina tez-tez tosadiif edilir.Masalon, texniki- iqtisadi
gostaricilorin modellahdirilmasinds logarifmik normal paylanmada istifads edilir.

Tutaq ki, Y tosadiifi komiyyoti miisbotdir.Ogor bu tosadiifi komiyystin loqgarifmi -
X =LnY normal paylanarsa, onda ona logarifmik-normal paylanmih tosadiifi komiyyat
deyilir. Torifdon aydin olur ki, Y =¢*.

Y tosadiifii komiyystinin sixliq funksuyasini tapaq:

(Int-a)?

Inx
P(In X <Inx)=— [e 2 d(nt),

o~N2r 7,
1 X1 (Int-a)®
F(x)=P(X <x)= e 2"
0=rtr -2
1 Inx _(Int-a)’
f(x)= e 20 (dt
)= ovzr |
1 _(Inx-a)y’
f(x,a,0)= e 2
ao)= o

Bu paylanmadan galirlorin bolithdiiriilmasi, omanat qoyuluhlarinin, ayliq amok
haqqinin va okin sahaslorinin paylanmasinin tadqiqinds genih suratds istifads edilir.
Pareto paylanmasi.
Pareto paylanmasindan iqtisadi statistikada genih suratds ictifado edilir.Masolon, vergi
organlart vergi macallasi ilo miioyyan edilmih qaydalara osason illik golirlori miioyyan
sorhaddon - x, -dan ¢ox olan haxslarin galirlorinin paylanmasini miioyyon edirlor. Bu va digor

bir sira paylanmalar Pareto paylanmasi ilo bilavasito ba]lidirlar. Pareto paylanmasinin

0

paylayma funksiyas1 ahagidaki hokildadir: P(X = x)= (XYJ X=Xy, 00



a-1
Sixliq funksiyasi iso x > x, oldugda xﬁ(%}j , X< X, olduqda isa sifra
0

Normal paylanma ila bagh paylanmalar.

"Xi- kvadrat ' paylanma

Tutaq ki, X,, X,,..., X,, asili olmayan standart normal komiyyastlordir. Onda
u?(n)= XZ+X3+..X2
komiyyatinin sixliq funksiyasi
0,x<0
f}(2 (x)= -2 x

Cx?2e?,x>0
boraborliyi ilo wverilir. f, (x)funksiyast "xi-kvadrat” sixlig, bu sixhgm toyin etdiyi

paylanma funksiyasi iso 'xi-kvadrat ' paylanma adlanir. n ododino sorbostlik doracasi
deyilir. u?(n) xomiyyotinin sorbastlik doracosi onun ifadssindoki asili olmayan
doyihanlarin say1 ilo miioyyon edilir.

'xi- kvadrat' paylanmasi ahagidaki xassalora malikdir:

1) n- nin boylixk (n>30) giymsotlorindo 'xi -kvadrat' paylanma normal paylanmaya
yaxinlahir.

2) Tutaq ki, uZ vo uZ sarbostlik dorocolori uygun olaraq n; vo n, olan 'xi- xvadrat'
paylanmaya malik asili olmayan komiyyetlordir. Onda uf+u? komiyyati sorbostlik
daracasi n; + Nyolan 'xi- kvadrat' paylanmaya malikdir.

3) r!l—)n;]o P[U 2%_ n < xj =d(x;0,D)

Tutaq xi, X;,X,,..,X, asili olmayan xomiyyotlordir vo X, e N(a,az)izlz,...,n. Onda

n _ 2
Y = X -a e N(0,1) olar.Beloliklo, »? = Z(uj toasdiifii komiyyati sarbostlik doracosi
O (o2

i=1
nolan "xi-kvadrat” paylanmaya malikdir.

"xi-kvadrat” paylanmanin bohran ndqtelori codvoli ihlonib hazirlanmihdir.Ugiincii
xassaya gora U?(n),n=12,...tasadiifli komiyyatlor ardicilligi asimptotik normal paylanmaya
malikdir.ona gorado codvolde bohran noqtalori sarbastlik doracasinin n <30 giymatlori
ticlin verilmihdir.n>30 oldugda bohran ndqtosini tapmaq liclin normal paylanmanin
giymatlari cadvalindan istifads etmak olar.

Fiher-Snedexor paylamas: (F- paylanma)



Tutaq ki, X; va X; asili olmayan va sarbastlik deracalari uygun olaraq ny, n, olan 'xi-

kvadrat' paylanmasina malikdirlor. Bu halda %;(—2 nisbatinin sixliq funksiyasi, ancaq n;
1 2

va N, adadlarindan asilidir va

0,x<0,

f.(x)=1c X

f. (x) funksiyasi Fiher-Snedexor sixligi, bu sixligin toyin etdiyi paylanma funksiyasi iso
Fiher-Snedexor paylanmasi adlanir.
Aydindir ki, X, e N(a,az),i =12,..,n, +n, oldugda

L3 (%, -a)

N, i

F(nl’n2)=

i 2 Z(Xi _a)2

2 i=n+1

tosadiifu komiyyati Fiher-Snedekor paylanmasina malikdir.

"Fiher - Snedekor” paylanmansiin bdéhran ndqtalari cadvali ihlonib hazirlanmihdir. ny
va N, -nin boylik gqiymoatlorinds bu paylanmani normal paylanma ils ovoz etmak olar.

Styudent paylanmas: (t-paylanma)

Tutaq ki, X ¢N(0,1) vo V¥ sorbostlik dorasasi n olan "xi-kvadrat" paylanmasina malik
asili olmayan komiyyatlordir.

Onda f(n=— &lgiisiiz komiyyoti Styudent nisboti adlanir vo bu nisbatin sixliq
funksiyast
n+l

\/7
n
2

ft(x)=Cn(1+X7} T o< x<X

boraborliyi ilo verilir. f,(x) funksiyas: Styudent sixligi, bu sixligin toyin etdiyi funksiya

ISo Styudent paylanmasi adlanir. n-adading iso Styudent paylanmasinin sorbostlik doracasi
deyilir.
Tutag ki, X,Y,Y,,....Y, asili olmayan tosadiifi = kemiyyatlordir va

X e N(01)Y, e N(0,6?),i=12...,n.Onda A tosadiifii komiyyatlori do asili deyillor vo
O

Y, e N(01),i=12,...,n.



Normal, “ Xi — kvadrat”, Fiher — Snedekor vo Styudent paylanma lar1 arasinda
ahagidaki miinasibotlor dogrudur:

£2(n)= FLn) F(n,w):%(”),f(l):uz

Styudent paylanmasi iigiin

P(|t| >1) = Z?Sn (x)dx=2(1-S, (1))
t

miinasibati dogrudur.
Tutag ki, X,,X,,X,,..,X, asili olmayan tosadiifii komiyyatlordir va

n

X, eN(O,az),i=0,1,...,n.ayd1nd1r ki, Y, X tosadiifii.  komiyyotlori asili deyillor vo

O
Y, eN(0,1)i=01,...,n.
Onda
F(X,0)=P —)io <xt=P ?{0 <X{=
NES RS S o)
N4 Nz
_pl Ko Ly = F(x1)

EAIE
ng‘xl

Beloliklo, Styudent paylanmasi o parametrindon asili deyil.
Tutaqg ki, X,,X,,X,,... X, asili olmayan tosadiifii komiyyatlordir vo X, € N(a,o). Onda

X, —a tosadiifii komiyyatlori do asili deyillor vo X, —a e N(0,1). Belaliklo,

X, —a

(X, -af

Nz

tosadiifii komiyyati Styudent paylanmasina malikdir.

Styudent sixli81 n— o hartinds standart normal sixliga y1gilir, ya'ni

XZ

n—>wo=s(x,n)—>—e 2
(xn)———

Ona gora boylik n- lar ligiin P(t<ty) ehtimalim1 Laplas funksiyas1 vasitasilo ifado etmoxk
olar.

to 2 n+1

P(t<ty)=S(t,n)=C | (1+X7)_7dx=0.5+c])(t0)

—00

Styudent paylanmansinin bohran noqgtolori codvali ihlonib hazirlanmihdir. Sorbostlik
doracasinin boylik giymotlorinds bu paylanmani normal paylanma ilo avoz etmok olar.

Styudent paylanmasindan orta qiymaotin hipotetik orta ilo miiqayisosi haqqinda vo iki
orta qiymaotin miiqayisasi haqqinda hipotezlorin yoxlanilmasinda istifado edilir.



Styudent, Fiher va “xi-kvadrat” paylanmaya malik bazi
xarakteristikalar.

Teorem 1. Tutaq ki, X, X,,..,X, asili olmayan a,az) parametrli normal tosadiifii

2
komiyyatlordir. Onda X = ZX tosadiifii komiiyyati (a,%j parametrli normal tosadiifii

i=1
Komiyyatdir.
Isbati: Ehtimal nozariyyesindon moalymdyr ki, asili olmayan normal tosadiifii
komiyyatlorin comi do normal tosadiifii kamiyyatdir.
Riyazi grozlomo B9 dispersiyanin molym xassolorino asason

MYZM(EZH:XijziiMXi ~1va-a
[ [ [ ey

B9
—_ n n 2
DX = D( S X j: ! 5 bx, S P
Ni=1 n®ia nei=1 n
n 2
oldygyny aliriq. Beloliklo X —%ZX komiyyaoti (a TJ parametrli normal tosadiifii
=1
Komiyyatdir.
Notico 1.7 = (X ay/n normallagdirilmig tosadiifii komiyyoti (0;1) parametrli normal
(@2
paylanmaya malikdir:
p X =an a)‘/— f M (X — a)_£(a a)=0
_ _ 2
DM:LD(X—a)=—DX _12.0'_:1
c o’ n
Tutaq ki, X, X,,.. X, as111 olmayan ( a,o ) parametrli normal tosadiifii komiyyatlordir

vo EX =a riyazi gtozlomosi molymdyr.
sz =13 (x, —a)?
Ni=1

tosadiifii komiyyotinin paylanmasini tapaq.Bu maqgsadlo axirinci boraborliyin sag
torafini asagidaki Kimi 4eBiroK:

2 (X —a)
s?="3 22|
52

Onda
nsS? i[Xi—aT
G i=1 ()
olar
2
* X_ .
u="S g 2 AT g0
(e) (e}



isaro edok.

(6}

() (&)

Demali, U,,U,,...,.U
komiyyatlordir Ba

u=>YU’
i=1

Belolixlo, U - sarbastlix deracosi n olan y paylanmaya malix tosadiifii kemiyyatdir.
Yyxarida deyilonlori asagidaki teorem Basitosilo ifado etmok olar.
Teorem 2. Tytaq ki, X,,X,,.., X, asili olmayan B9 (a,az) parametrli normal tosadiifii

tosadiifii komiyyotlori asili olmayan (0;1) parametrli normal

n

komiyyatlordir. Onda

_ns?

02

komiyyati sarbastlik doracasi n olan % paylanmaya malik tosadiifii komiyyatdir.

U

Teorem 3. Tytaq ki, X,,X,,.., X, asili olmayan B9 (a,az) parametrli normal tosadiifii

komiyyatlordir vo )T:EZXi : SZ:EZ(Xi—X)Z. Onda V:XS_a\/n—l
L) N5
tosadiifii komiyyati sarbastlik doracasi n-1 olan Styydent paylanmasina malikdir.

Isbati. Teoremi isbat etmok tiulin B-ni iki tosadiifii komiyyotin nisboti soklindo
grostormok lazimdir. Belo ki, kosrin syrotinds (0,1) parametrli normal tosadiifi komiyyat,
moxrocindo iso ° paylanmaya malik tosadiifii kemiyyotin onyn sorbostlik deracosine
nisbatinin kBadrat krokiing nisbati olmalidir.

Asanligla yoxlamagq olar «i,

vﬁ—amz(%%;sf}m

S
baraboarliyi dogrydyr.
m X _aﬁ=ﬂM(Y—a)=o
(&) (¢

Demali, X —a (0;1) parametrli normal paylanmaya malik  tosadiifii
(e}

2

komiyyatdir.Digar torofdon %— sarbostlix deracasi n-1 olan x* paylanmaya malikdir. By
(@)

X -a

1s9 siibyt edir ki, V = vn—-1 sarbastlik doracasi n-1 olan Styydent paylanmasina

malikdir.



Teorem 4. X, X,,.,X, asili olmayan (a,az) parametrli normal tosadiifii

komiyyotlordir.Onda X = %Zn: X, B9 S% = %Zn:(xi — X)? tosadiifii komiyyatlori asili deyillor
i=1 i=1

nsS 2 . . . . 2 . g
Sy komiyyati sorbastlik doracasi n—1 olan y“- paylanmaya malikdir.

Notica. T =(X% )“n_ltesadﬁﬁi komiyyati sorbastlik doracasi n-1 olan Styudent

paylanmasina malikdir. Dogrudan da,

— 2
(X —afn e N(0y), % e 7°(n-1) oldugu ti¢iin torifs goro
o (o2
nS?
()?—a)\/ﬁ/ o2 (X-afn-1
o n-1 - S

sarbastlik doracasi n—1 Styudent paylanmasina malik olar.

Bolma 6 .Tasadiifii vektorlar (¢coxolciilii tasadiifii kamiyyatlar)

Tasadiifi vektor ( coxolgiilii tasadiifi kamiyyat) anlayisi.

Eyni bir elementar hadisslor fozasinda iki vo daha ¢ox tosadiifii komiyyst toyin edilo
bilor.Belo zorurot obyekt bir neco tosadiifi parametrlor ilo xarakterizo edildikde
yaranir.Mosolon, tosadiifi se¢ilmis bir ailonin xorclorin  qurulusunun ehtimal
(stoxastik) modellogdirilmosindo orzaga , ayaqqabiya, paltara , kommunal xorclors,
noqliyyata, modoni tolobata vo s. xorclor eyni bir elementar hadisolor fozasinda toyin
edilmis tosadiifii komiyyatlordir.

Tutag ki, X, X,,.,X,eyni bir Q elementar hadisalor fozasinda toyin edilmis
tosadiifii  komiyyatlordir.Bu tosadiifii  koemiyyatlors X (@) = (X, (@),..., X, (®)) n-6lgiili
vektorunun kordinatlar1 kimi baxmaq olar.Beloliklo, hor bir @ elementar hadisasino n
sayda tosadiifii komiyyatin nizamlanmig X (@)= (X,(@)..., X, (®)) y1gimini ( n olgiilii tosadiifi
vektorunu ) gars1 qgoymagq olar.

Torif 1. Kordinatlart eyni Q elementar hadisalor fozasinda toyin olunmus
X (@)= (X,(@)...., X, (@)) vektoruna n-olgiilii tasadiifi vektor ( n- 6lgiilii tosadiifii komiyyat)
deyilir.

Bu tosadiifii vektor Q elementar hadisolor fozasinda toyin olunub vo onun
qiymatlor oblast1 R" -dir.

Tosadiifi vektorun paylanma va sixliq funksiyasi



Tarif 2.F(x,,...,x,)=P(X, < X,..., X, < x,) funksiyasina n-olgiilii paylanma funksiyasi
voyaxud X,,.., X, komiyyatlorinin birgo paylanma funksiyasi deyilir.

Bu funksiya biitin R" fazasinda toyin olunub. X (@)= (X,(@)..., X, (@)) vektoruna R"
fozasmin noqtosi kimi baxdiqda, onun n-6lgiilii paylanma funksiyasi (X,,..., X, ) néqtasinin
(—o0,x), =(t, < X,,..t, < x,) N-Olgiilii intervalina diismo ehtimali olur.

Tosadiifi vektorun paylanma funksiyasi onun paylanma ganununu toyin edir.

Tosadiifi vektorun miimkiin qiymotlor ¢oxlugu sonlu vo yaxud hesabi coxluq
oldugda ona diskret tosadiifi vektor deyilir.Bu halda

ip(x =
i=1
Burada, x, =(x,,%y,..., X, ) N-Ol¢iilii adadi vektordur.
Diskret tosadiifii  vektor miimkiin gqiymatlorinin -  x;,X,,...,X, vektorlarinin vo
p,=P(X =x),p,=P(X =%,),... p, =P(X =x,) ehtimallarinin verilmasi ilo birgiymotli toyin
edilir.
Torif 3. F(x,,..., n) P(X; < X;,.., X, < x,) funksiyasi miitloq kasilmoaz, yani

l,,n II Uj,...,u dudu

olduqgda, (X,,..., Xn) vektoruna kosilmoz vektor, f(x,,...,x, )- nd iso onun sixliq funksiyasi vo
yaxud ehtimallarin paylanma sixlig1 deyilir.
Sixliq funksiyasi paylanma funksiyasi ilo yanasi n-Olgiilii tosadiifi komiyyotin
paylanma ganununu toyin edir.
Diskret tosadiifii komiyyatlor iigclin A R" n-0lgilii fozasinin har hansi altgoxlugu
oldugda P(X A) ehtimali P(X = x, ) xI e A ehtimallarinin comina barabardir:
P(X e A)= > P(X

X; €A

Kosilmoaz tosadiifii komiyyatlor tigiin {X € A}e Soldugda P(X € A) ehtimali n-6l¢iili
sixliq funksiyasinin A ¢oxlugu iizra n-6l¢iilii inteqralina barabardir:
P(X e A)=j f (X0, X100y X, JOX,0X,...0X

A

Sixliq funksiyasinin xassalari.
1) f(xl,...,xn)zo,_[f Lo X X OX =1

2) (X0 X,) s1x11q funksiyasinin (x,,...,x, ) kasilmayanlik noqgtalarinda

Asili olmayan tasadiifi komiyyatlar.



Torif 4. Istonilon X, X,,...,x, {clin  {o: X,(0)<x h{@: X,(@)< X} ie: X, (0)< X, }
hadisolori asili olmadigda X,,X,,..., X tosadiifii komiyyatlorino asili olmayan tosadiifii
komiyyatlor deyilir.

Tarifdon bulavasits aydin olur ki, asili olmayan X, X,,..., X, tosadiifii kemiyyatlori

tglin X =(X,,..,X,) tosadiifii vektorunun paylanma funksiyasi X, X,,.., X, tosadiifi

komiyyatlarinin paylanma funksiyalarinin hasilins barabordir:
Fy (wazv--’xn): Fxl(xi)sz(Xz)---Fxn (Xn)
Iki 6l¢iilii tosadiifq vektor iigiin
Fx (Xl' Xz) = I:x1 ()(1)Fx2 (Xz)
vo yaxud
P(xl <X, X, < Xz): P(Xl = XI)P(XZ = Xz)
Asili olmayan tosadiifii komiyyatlorin torifi axiriner sort vasitasi ilo do verilo bilor.
(X,,... X)) tosadiifii vektoru kosilmoz vo X,,X,,.., X, tosadiifii komiyyatlori asili
olmadiqda
fx (Xi’ XZ""’Xn): fxl(xi)fxz(xz)-"fxn (Xn)
diskret olduqda iso
P{Xl =X, Xy = Xppees X = xn}: P{Xl = Xl}P{X = Xz}'“P{Xn = Xn}
Teorem 1. X, X, tosadiifi komiyyatlorinin asili olmamasi iigiin
P(X, <%, X, <%,)=P(X, <x)P(X, <x,) sortinin 6donilmoasi zoruri vo kafidir.
Isbati.a) Zorurilik. Tutaq ki, X,,X, asih deyillor.Onda A={X,<x},B={X,<x,}
hadisolori do asil1 deyil. Beloaliklo,
P(xl <X, X, < Xz): P(Xl = Xl)P(XZ = Xz)
Vaya Fx (Xi’ Xz) = I:xl ()(1)Fx2 (Xz)
odugunu alirq.
b) Kafilik. Tutaq ki, F,(x,x,)=F, (x)Fy,(x,)
Buradan
P(Xl <X, X, < Xz): P(xl = Xl)P(XZ = Xz)
oldugu alinir.Bu iso torifo goro X,, X, komiyyatlorinin asili olmadigini gostorir.
Belalila, bu sortlor asili olmayan tosadiifii komiyyatlorin torifi ilo eynigiicliidiir.
Noatica 1.Kosilmoaz X, vo X, komiyyatlorinin asili olmamasi {iciin onlarin birgoe

sixliq funksiyasinin komponentlorin sixliq funksiyalarinin hasilina barabor olmasi zoruri
vo kafidir:

f (Xl’ Xz): fl(xl)f (Xz)

Noticonin dogrulugu  Fy (X, X,,.... X, )= Fy (% )Fy, (X, )..F¢ (x,) miinasibotinin hor iki torofini
diferensiallamaq va inteqrallamaqla alinir.

X,y X, diskret tosadiifii komiyyatlorinin asili olmamasi tigiin

P(X; =%, X, = Xy X,y = X, )= P(X; = % )P(X, =X, ).P(X, =X,)

voyaxud P(X,eA,X,eA, ... X, €A )=P(X, e A)P(X,eA).P(X, eA)
sortinin 6donilmasi zoruri vo kafidir

Istonilon A, A,...., A adadi ¢coxluglar {i¢iin

PIX; € A X, € Ay X, € A f=PIX, € AJPIX, € AJPIX, €A}



sortinin 6donilmasi X, X,,..., X, kasilmoz tosadiifii komiyystlorinin asili olmamasi {igiin
zoruri vo kafi sortdir.

Bundan sonra tosadiifii vektorun digor xassolorini iki 6l¢iilii vektorlarin misalinda
Oyronacoyik.

iki ol¢iilii paylanma funksiyasinin xassalori.

1. Paylanma funksiyasmm giymotlor oblast1 [0,1] par¢asidir:

0<F(x,y)<1

Xassonin dogrulugu bilavasito paylanma funksiyasinin torifindon alinir.Belo ki,
ehtimal homiso moanfi olmayan va vahidi asmayan adoddir.

2. F(x,y)paylanma fuknksiyasi har bir arquments gors azalmayan funksiyadir, yoni

x, <X, oldugda F(x,y)<F(x,Y);
¥, <y, oldugda F(x,y,)<F(x.y,)
F(x,y)- funksiyasmin x arqumenting gors azalmayan oldugunu gostorak:
Qeyd edilmis yiigiin (X <x,,Y <y) hadisasini uyusmayan iki
(X <x,Y <y)(x <X <x,Y <Yy)
hadisalarinin comi soklinds gostarmak olar.Ehtimallarin toplama teoremine asason
P(X <%,,Y <y)=P(X <x,Y <y)+P(x, <X <x,,Y <y)

Buradan, F(x,,y)-F(x,y)=P(x <X <x,,Y <y)>0

Belalikla, x, < x,0lduqda F(x,y)<F(x,,y) olar.

Bu xasso paylanma funksiyasinin hondosi monasindan daha aydin olur.Belo ki,
F(x,y), (X,Y) tosadiifii vektorunun topa ndqtesi (x,y) olan kvadrantina diigmosi
hadisasinin ehtimalidir. x-in artmasi ilo bu kvadrantin sag sorhodi saga horokot edir.Yoni,
x, < X,0lduqda topa noqtasi (x,,y) olan kvadrant tops ndqtasi (x,,y) olan kvadranta daxildir.
Ona gora do (X,Y) tosadiifii vektorunun topa noqtasi (x,,y) olan kvadranta diismosi
hadisasinin ehtimali, onun tops ndqtasi (x,y) olan kvadranta diigmasi hadisasinin
ehtimalindan kigik deyildir.

Eyni gayda ilo F(x,y) funksiyasinin ikinci arquments goro do azalmayan oldugunu
gbstormok olar.

3.Asagidak1 limit miinasibatlori dogrudur:

1) x = -0 = F(X,y) > F(~o0,y)=0;y = —o0=> F(x,—0)=0
2) Xx— -0y —>—0=F(X,y)—> F(-w,0)=0
3) x>,y 0= F(X, y)—> F(oo,oo)zl
4) x>0 =F(xy)>F(oy)=F(y)=F,(y)
B) y—oo=F(xy)>F(x)=F(x)=F(y)
(X <—o0,Y < y) hadisasi miimkiin olmayan hadisadir.Ona gora do
F(~o0,y)=P(X <—Y <y)=0



x ——oo oldugda topa noqtasi (x,y) olan kvadrantin sag sorhaddi sonsuz olaraq sola
horokat edir vo (X,Y) tosadiifii vektorunun bu kvadranta diismosi hadisasinin ehtimali
sifra barabar olur.

Eyni gayda ilo Y <—o0,(X <—0,Y <—o0) hadisalori miimkiin olmayan hadisalar oldugu
liglin F(x,~0)= F(~00,—0)=0

(Y <) hadisasi yoaqin hadisadir vo (X <xY <o) hadisasi (X <x) hadisasi ilo
eyniglicliidiir.Ona goéra do

Eyni qayda ilo F(o,y)=P(Y <y)=F,(y)=F,(y)

Tosadiifii vektorun yarimzolaqa va diizbucaqliya diismd

ehtimallari.

Tosadiifii vektorun [(x,y): x < X< X,,—0< y <o}[(x,y): =0 < x <00, y, <y <Y, ]
yarimzolaglarma vo [(x,y):x <x<Xx,y,<y<y,| diizbucaglisina diismo ehtimallarin
paylanma funksiyasi vasitosi ilo vermok olar:

P(x, <X <X,,Y <y)=P(X <x,,Y <y)-P(X <x,Y <y)=
= F(%,,y)-F(x,y)
P(X <x,y, <Y qy,)=P(X <xY <y,)-P(X <xY <vy,)=
= F(X’ yz)_ F(X’ Y1)
Belalikla, (X,Y) tosadiifii vektorunun
[(x,y): % < x <%, —0< y <0}[(X,y):—0< X <00,y, <y <Y, ]
yarimzolaglarima diismo ehtimallar1 paylanma funksiyasinin uygun arqumentlora goro
artimina borabardir.

X=x,X=x,Y=y,Y =y, diz xotlori ilo hiidudlanmis diizbucaqliya baxagq.
(X,Y) tosadiifii vektorunun bu diizbucaqliya diismo ehtimalini hesablayaq.Axtarilan
ehtimal tosadiifi vektorun
[(x,y): % < x <%, —0< y <0}[(X,y):—0< X <00y, <y < Y,]
yarimzolaglarina diismo ehtimallarinin forqino barabordir:
P(X1 <X < X V1 <Y < yz): [F(Xz’ yz)_ F(Xu yz)]_ [F(Xz’ yl)_ F(Xv yl)]

Sarti paylanma funksiyalar: va sorti ehtimal sixhqlari.

Tuaq ki, z=(X,Y) ikidl¢iilii diskret tosadiifi vektordur. X - x,X,,...,x, miimkiin
qiymatlorini uygun olaraq P(X =%)=p,P(X =X,)=p,,.P(X =x,)
= pn ,

Y iso P(Y =y,)=p{,P(Y =¥,)= ;. P(Y = ¥, )= 1,
ehtimallar ilo alir.

(X =x.,Y =y, (X =x,Y =y, ),....(X =x,Y =y,,) hadisolorinin tam sistem toskil etdiyini
nozors alsaq



= iP{(X =x(Y = yj))}=% Py

i=1

oldugunu yaza bilorik.Demali, p;=> p; .
i-1

Eyni qayda ilo (X =x,Y = Y X =x,,Y = yj) ..... (X =x,.Y = yj) hadisolori tam sistem

toskil etdiyino goro p; = P(Y = yj)= > p;olar.
i=1

Demali, pj= i p; -Aydindir ki, Zn:i p; =1.
i=1

i=1 j=1
X tosadiifti komiyyatinin Y =y, sorti daxilindo sarti paylanmasi
fX(Xi/yj :) P{X =x1Y :yj'}
kimi isars edilir.Sorti paylanma
PX=x.Y=y;j_py
Pl =y;) P;

PIX=x/Y =y,|=

kimi toyin edilir.
Qeyd edilmis vy, ligiin fx(xi / yj)ehtimallarlmn comi vahido borabordir.Dogrudan da

Eyni qayda ilo

Dogrudan da, — it
i1 P P;

Indi iso Z=(X,Y) kosilmoz tosadiifii vektorunun sorti paylanmalarin1 toyin
edok.Torifo géra X tosadiifi kamiyyatinin ehtimallarinin paylanmasinin sorti sixli1 Y =y,
oldugda

folxly,) = T200)

fy (Yo)

kimi, Y tosadiifi komiyyatinin ehtimallarinin paylanmasinin sorti sixlig1 iso X = x, 0lduqda
fy (y/Xo): £ (XO’ y)

fy (%)

diisturu ilo hesablanir.
Ehtimallarin paylanmasinin sorti sixligi sixliq funksiyasinin biitlin xassaloring

malikdir. Xiisusi halda j f, (x/y)dx =1loldugunu gostorak.



% Cth(xy) 1 1 _
_[ f. (x/y)dx = 3 (y})l dx = 3 (Y)‘[cfz (x,y)dx = o) f,(y)=1

—o0

Eyni qayda ilo gostormok olar ki, [f,(y/x)dy =1

é'—o8

Ehtimallarin vurulmasi teoremino goro
f (X, y) = fz(y)fl(X/ y) = fl(x)fz(y/ X)

olar.Axirinci diistura sixliq funksiyalarinin vurma diisturu deyilir.

X voY komiyyatlori asili olmadiqgda
f (X! y) = fl(x) f (y)

X1, X,,.., X, vektorlar {i¢iin
F (X, Xg oo X ) = B, (%) T (%o /) Fo (Xg /X0, X ) B (X /X3 Xy yeves X,y )

X1, X,,...,, X, -asil1 olmadiqda 1so
f(Xl’ Xy seees Xn): fl(xl)fZ(XZ)“'fn(Xn)

Tosadiifi vektorin komponentlorinin paylanma va sixliq

funksiyalarmin toyini.
Tutaq ki, X =(X,,X,) sixliq funksiyas1 f(x,x,) olan kosilmoz tosadiifii vektordur. X,

vo X, komiyyatlorinin sixliq funksiyalarin1 tapaq. X, tosadiifi komiyyatinin sixliq

funksiyast

=00 Rl [ T, o 1,0
olar.Axirinci barabarlikdo y, - in har bir geyd edilmis qiymati ii¢lin motorizo daxilindoki

integral miioyyon odadi qiymet alir.Belolikls, o y,--in funksiyasidir.Bu funksiyan f, (y)

ilo isaro edok:
fxl(Y1) = I fy (y11 YZ)dyz

—00

Onda
Fxl(xi): I fxl(Y1)dy1
Bu iso paylanma funksiyasinin torifino osason o demokdir ki, f, (y,), X,

tosadiifii  komiyyatinin sixliq funksiyasidir.Demali, birdlciilii X, tosadiifi komiyyatinin
ikiolciilii tesadiifi komiyyetinin sixliq funksiyasindan

sixliq funksiyasi X =(X,,X,)
f, ()= [ fx(v1,,)dy, diisturu vasitosilo alilnir,
Eyni qayda ilo gdstormak olar ki, X, tosadiifi kamiyyatinin sixliq funksiyasi

fx2 (Xz): _T fy (X1' XZ)dxi



soklindadir.
Umumi sokildo X = (X,,.., X,) n-ol¢iilii tosadiifii komiyyotinin sixliq funksiyasi

molum oldugda, m —6lgili Y =(X,, X,,..., X, m=n tosadiifi komiyyatinin sixliq funksiyasi

o0

£, (X X0 X, ) = _[ jfx(x Xg yevey Xy poees X JOX g0 O

—00 —00

kimi olar.

Sarti riyazi gozloma
Yuxarida qeyd etdik ki, hor hans1 X tosadiifi komiyystinin basqa bir Y tosadiifi
komiyyatina nozaran sarti paylanma qanununu vermak olar.
Diskret X tosadiifi komiyyatinin Y =y, olduqda sorti riyazi gézlomosi dedikdo X -

in miimkiin qiymatlorinin onlarin uygun sorti ehtimallara hasillorinin comi nozaords tutulur:
y=E(X=x/Y =y)= Y yP(X=x/Y =y,
j=1

Eyni gayda ilo Y tosadiifi komiyyatinin X =x  olduqda sorti riyazi gozlomasi
dedikds Y -in miimkiin giymatlorinin onlarin uygun sorti ehtimallara hasillorinin comi
nazards tutulur.

Y =E(X=x/Y=y,)=YyP(X=x1Y=y,)
j=1
Kasilmaz tosadiifi kamiyyatlar tigiin
E(Y/X =x)= _[de(y/x)

Burada F(y/x) Y -in X -2 nozaran sorti paylanma funksiyasidir.
Sortsiz va sorti riyazi gbzlomolor arasinda slago diisturunu vermak olar.
Tutaq ki, B,,B,,...,B, hadisolori tam sistem togkil edir. X tosadiifi komiyyatinin bu

hadisalara nozaran sorti paylanma funksiyalarin uygun olaraq
F(X/B,),F(X/B,)...F(X/B,) ilo isara edok. X komiyyatinin sortsiz paylanma funksiyasini

iso F(x) ilo isara edok.Onda tam ehtimal diisturuna asason
P(X < x)= ZP P(X <x/B;) ZP F(x/B;)

Sorti riyazi gozlemgnm 1fades1n1 nozara alsaq X tosadiifi komiyyatinin sortsiz riyazi
gbzlomosini belo yazmagq olar:

EX :iZl:P(Bi )E(X /B, j

EX =E[E(X/B,)]

Tosadiifii komiyyatlorin cominin paylanma funksiyasinin
tapilmasi.



Ehtimal modellorinin qurulmasinda tosadiifii komiyyotlordon asili funksiyalara tez-
tez tosadiif edilir. Xisusi halda iki tosadiifii komiyyeotin paylanma funksiyasinin tapilmasi
mosalosinog baxaq.

Tutaq ki, X =(X,,X,):Y = f(X)= X, + X,.Y tosadiifii komiyyatinin sixliq funksiyasini
tapag.

F, (X)=P{X, + X, <x}= H f. (X, X, )dx,dx,
A

Burada integrallama A, ={(x,,x,): X, +%, <x} ¢oxlugu uzro aparilir. x-in geyd
edilmis qiymoatindo x, doyisoni (-, x—x, ) intervalinda gqiymaot alir. Onda

F, (x) = I(J'f (%05, )i, del

—00 —00

oldugunu yaza bilarik.Daxili inteqralda x, =t —x, ovozlomasi aparsaq

. ()= T@fx(xl,t_xl)dtjdxl _ _X[U;fx(xl,t—xl)dxljdt

olar.Sixliq funksiyasinin torifino géro
£ (0)= [ £y (0t ),
Eyni gayda B
j fo(t—X,, X, )dX,

oldugunu alariq.
Indi 1se iki asili olamayan diskret tosadiifii komiyyatlorin cominin ehnimallariin
paylanma ganununu tapag.Tutaq ki, X,, X, asili olmayan diskret tosadiifii komiyyatlordir

\&) Z P(X . A ={X;+X =x} hadisasini uyusmayan hadisalorinin comi soklindo
gostarek.
A, :Z{Xl =X, X, :X_Xi}
i=1

X,, X, asili olmayan diskret tosadiifii komiyyatlor oldiigii liciin
P{Xl = Xi’XZ = X_Xi}: P(Xl = Xi)P(XZ = X_Xi)
Onda

P{X, + X, = x| ip =% )P(X, =x-x)

Tutag ki, X,e N(ai,cyf),x2 eN( 2,02) Asili olmayaq tosadiifii komiyyatlorin

cominin sixliq funksiyasi f,(t)= I f,(x,t—x)dx, diisturu ilo hesablanir. bu diisturlan

istifado etmoklo X, + X, e N(a1 +a,,o; ,02) oldugunu alariq .Belslikls, asili olmayan iki
normal tasadiifii kamiyyatin comi do normal tosadiifii kamiyyatdir.



Bélmo 7. TOSADUFU KOMIYYOTLORIN ODODI
XARAKTERISTIKALARI

YERLOSMO XARAKTERISTIKALARI:
Riyazi gozloma, moda, median.

Tosadiifii komiyyatlorin ehtimalinin paylanma ganunu onun tam xarakteristikasi
oldugu molumdur.Lakin bozon ehtimalin paylanma qanunu molum olmur, tosadiifii
komiyyotin miioyyon ehtimal xassolorini nisboton az vo ya sado molumatlar vasitosilo
Oyronmok lazim golir.Tosadiifii komiyyotin belo sado xassolori, onun odadi
xarakteristikalar1 adlanan bir nec¢o adadla ifads olunur.

Tosadiifi komiyyatin odadi xarakteristikalar1 onu miisyyan daqiqliklo komiyyotco
xarakterizo edir.Bu odoadi xrakteristikalar tosadiifii komiyyat haqqindaki bozi ehtimal
mosalolorini ¢cox zaman qisa yolla hall etmays vo hom do homin komiyyat haqqinda
yigcam va atrafli molumat almaga imkan verir.

Tosadiifi komiyystin ala bildiyi qiymatlorin odod oxunda neco paylandigimi
xarakterizo etmok liclin miixtolif ododi xarakteristikalardan (riyazi gozlomo, orta xotti
meyl, dispersiya , orta kvadratik meyl, momentlor va s.) istifado olunur.

Torif 1.Tosadiifii komiyyotin yerlosmo xarakteristikasi elo sabito deyilir ki, bu
komiyyatin biitiin miimkiin qiymatlori homin sabit otrafinda qruplagmis olsun.

Riyazi gbzlomo, moda vo median on c¢ox istifado olunan yerlosmo
xarakteristikalaridir.

Tutaq ki, diskret tosadiifi X komiyyotinin ala bildiyi x,X,,...,X,,...qiymatlori vo

uygun olaraq bu qiymsatlori almasinin p,, p,,..., p,,...€htimallar1 verilmisdir.

Riyazi gozloma, moda vo melian

Torif 2.ixn p, sirast miitloq yigilan olduqda, onun comina diskret tosadiifii X
n=1

komiyyatinin riyazi gdzlomosi deyilir vo EX ilo isars olunur:
EX =) xp,
i=1

Sira miitlaq dagilan olduqda deyirlor ki, X tasadiifi kamiyyatinin riyazi gozlomasi
yoxdur.
Tosadiifii X komiyyati ancaq sonlu sayda x.x,,..., X, qiymatlorini ala bilirso, onda

onun homiso sonlu riyazi gézlomasi vardir:
n
EX = Z X; P
i=1

Torif 3. Ehtimalinin paylanma sixlig1 p(x) olan kasilmoz X tosadiifi kemiyyatinin
riyazi gozlomasi, miitloq y18ilan

EX = I xp(x )dx



inteqralina deyilir.Bu inteqrali miitlaq y1gi1lan olmadiqda, deyirler ki, tosadiifii koamiyyatin
riyazi gozlomosi yoxdur.

Paylanma funksiyasi {iglin dl(:j_(x) = p(x) oldugundan riyazi gzlomonin diisturunu
X

EX = TxdF(x)

—o0

soklindo yaza bilorik.
Tariflordon aydin olur ki, tosadiifii komiyyatlorin riyazi gozlomosi sabit adoddir.
Tutaq ki, X komiyyati aparilan n siaq naoticosindo x; qiymotini n;,i=12,..,k dofo

K
almigdir vo > n; = n.Ehtimaln statistik torifina goro, kifayot qoder boyiik n-lor iigiin

i=1
EX =3 x,P(X :xi)zzn:xi%
i=1

i=1
toqribi  boraborliyini yaza bilorik.Demali, diskret tosadiifii komiyyonin riyazi
gozlomasi onun ala bilocayi qiymatlorin hesabi ortasina barabordir.
Tutaq ki, X tosadiifii komiyyat F(x) iso onun paylanma funksiyasidir.

Torif 4. F(x)<05<F(x+0) miinasibatini 0doyan istonilon xadadi X komiyyatinin

median1 adlanir.

Verilmis tosadiifii kamiyyatin riyazi gdzlomasi olmaya bilar, lakin har bir tosadiifii
komiyyatin he¢ olmasa bir median1 var.Dogrudan da, paylanma funksiyasi 0-dan 1-o kimi
monoton artan oldugundan, elo x noqtesi vardir ki, funksiya bu néqtads 0.5 giymotindon
kegir. F(x)funksiyasi bu néqtads kosilmoz oldugda x mediani yegans olar.Homin ndqtonin

miioyyan onrafinda yerloson biitiin noqgtolordos F(x)=05
boraborliyi 6donildikds iso bu otrafin biitiin ndqtolori median olur. Bu intervallar X
komiyyatinin medianlar seqmenti adlanir.
Paylanma funksiyasi kosilmoayan oldugda F(x)<0.5< F(x+0) miinasibati
F(x)=0.5

borabarliyins gevrilir.Bu halda, X tosadiifi komiyyatinin mediani, F(x)=0.5 barabarliyini
odoyon yegano x kokii olar. F(x)<05<F(x+0) minasibatini  P(X <x)=P(X > x)
barabarliyi soklinds yazmagq olar.

Dogrudan da, bu boraborlik
P(X < x)+P(X =x)=1

F(x)=P(X < x)=%
olmasindan
1
P(X>x)==
(x 2 )=

almir. F(x) funksiyasi kosilmoayan olduguna géra P(X = x) borabarliyi d6donilir.Buna gors
do axirime1 baorabarliyi

P(X >x):%

kimi yazmaq olar.Buradan isa talob olunan



P(X <x)=P(X = x) =

N

miinasibati alinir.

P(X <x)=P(X = x) borabarliyindon goriniir ki, hondosi olaraq median, sixliq
funksiyasiin grafiki ilo ohato olunmus sahoni yariya bolon diiz xott ndgtolorinin absisidir.

Xiisusi halda, simmetrik paylanmaya malik tosadiifii komiyyatin median1 onun
riyazi gozlomosi ilo {ist-listo diislir.Mosolon, normal ganunla paylanmis tosadiifii
komiyyatin mediani onun riyazi gozlomasi ils list-listo diistir.

Tasadiifti komiyystin kvantili do mediana analoji olaraq toyin edilir.

Torif 5. F(x)=p(0<p=<1)<P(X<t,)=p tonliyinin kokiino p-tertibli kvantil
deyilir.

Xiisusi halda p=0.5 tortibli kvantil paylanmanin medianmidir. p-nin bir neg¢a
qiymatinds kvantillori bilmaklo paylanma funksiyasinin artma istigametini toyin etmok
olar.

X tosadiifii komiyystinin paylanmasinin p tortibli bohran noqtesi ( p tortibli
simmetrik bohran mqtasi) P(X > zp)= p ( P(]X| > zp)) tonliyini 6doyon z, haqiqi odading
deyilir.

Eyni bir paylanmanin kvantili vo bohran noqtesi arasinda z, =t,_ miinasiboti
dogrudur.

Standart normal paylanmanin kvantillori.

P 090 095 0975 0.99 0.995 0.999 09995

z 1.282 1.645 1960 2326 2576 3.090 3.291

p

Tutaq ki, X komiyyatinin sixliq funksiyasi f(x)-dir.

Torif 6. f(x)funksiyasinin hor bir x maksimum noqtesine X komiyyatinin modasi
deyilir.

Tasadiifii kamiyyat yegano modaya malik oldugda ona bir modali, bir ne¢go modaya
malik olduqda iso ¢ox modali adlanir.

Ogor X diskret tosadiifii komiyyst olub x, <x, <.. muimkiin qiymatlarini
p(x, ), p(x,).... ehtimallari ilo alirsa, onda onun modasi

p(x)> p(x;)i>1

miinasibati ilo tayin olunar.

Medianin xassalari.
1) Sabit vurugu median isarasi xaricing ¢ixarmagq olar, yoni
m(cX )= cmX, ¢ = const
2) Simmetrik tosadiifi komiyyotin mediani onun riyazi gozlomasina barabordir.
EX =mX
3) ImX —EX|<ov2<05
borabarsizliyi dogrudur.
Dogrudan da, Cebisev borabarsizliyino asason
P(X —EX|> 0+2)<05
miinasibatini, buradan iso xasso 3-lin dogrulugu alinir.



4) E|X —c| miitloq momenti c=EX olduqda minimuma ¢evrilir, yoni
min E|X —c| = E[X —mX|

Riyazi gozlomoanin xassalari.
1.Sabitin riyazi gézlomasi 6zling barabordir:
E(C)=C
2.Sabit vurugu riyazi gdzloms isarasi xaricind ¢gixarmaq olar:
E(CX =CEX)
Isbati. X rosadiifii komiyyati x, qiymotini p,  ehtimali ilo alirsa Y =CX tosadiifi
komiyyati Cx, qiymatini homin ehtimalla alir.Onda torifo asason

ECX =) Cx,p, =C> x,p, = CEX
k k

3.1ki tosadiifii komiyyatin cominin riyazi gdzlomosi onlarm riyazi gdzlomolori comino
borabordir:
E(X +Y)=EX +EY

Isbat1. Tutaq ki, P(X =x, )=p,,P(Y =y, )=q,.k>1 Onda X +Y tosadiifi komiyyati
X, +y,(k,n=12, ) qiymatlorini p, , ehtimali ilo alar.Bu halda

p _Xk ZP _Xk!Y:yn):Zpk,n
n=1
\Ya)
g, =P(Y =vy,) ZP =XY =Y,)=> Pen
k=1

boraborliklori dogru olar.Onda riyazi gézlomonin torifino gora

E(X+Y) =D (X + Yo )Piw = 2. 2 (X + Yo )Prn = D%, (Zpknj+2yn(2pknj D X Py + . Yal, = EX
k,n k k=1 =1 =1 k=1 n=1

=1 n=1

Bu xasso istonilon sonlu sayda tosadiifii komiyyatlorin comi tli¢iin do dogrudur.
E(X, + X, +..+ X, )=EX, +EX, +..+ EX,
Noatico 1. Y =kX + B tosadiifii komiyyati liciin
EY =kEX +B
barabarliyi dogrudur.
Notico 2. Iki tosadiifii kemiyyotin forqinin riyazi gdzlomosi onlarmn riyazi
gbzlomolori forqine barabordir:

Dogrudan da
E(X -Y)=E(X +(-1)Y)=EX + E((~1)Y)= EX +(-1)EY =EX —Ey
4.Asili olmayan iki tosadiifii komiyyatin hasilinin riyazi goézlomasi onlarin riyazi
gbzlomoloari hasilino borabordir:
EXY = EXEY



Isbati. XY tosadiifii komiyyati x,y, qiymetlorini uygun olaraq

P(X = x XY =y, )]=P(X =x_P(Y = y,)=p,y,
ehtimallar ilo alar.Riyazi gézlomanin torifine goro
EXY =2 > X VaPly = 2 % DY, = EXEY
k=1 n=1 k=1 n=1
Bu xasso istonilon sonlu sayda asili olmayan tosadiifii komiyyotlor iiglin do
dogrudur:
EX,X,..X, = EX,EX,..EX
5.Istonilon X tosadiifii komiyyati iigiin
[EX| < E|X|
barabarsizliyi dogrudur.
Bu barabarsizlik

2% Py
k
borabarsizliyindon alinir.

6) X <X, = EX, <EX,

7) EX?* =0 olarsa, onda vahid ehtimalla x =0 olar.

AN
k

SOPOLONMO XARAKTERISTIKALARI

Tosadiifii komiyyatin riyazi gézlomosi , onun qiymotlorinin adod oxu {izorindo
yerlogsmo xarakteristikalarindan biridir.Qeyd etdiyimiz kimi, tosadiifii komiyyatin miimkiin
qiymatlori onun riyazi gézlomosi otrafinda gqruplasir.Lakin bu qiymatlorin riyazi gézlomo
otrafinda neco paylanmasini vo ya sopalonmasini ¢cox zaman bilmok tolab olunur.

Torif 7. Tosadiifi komiyyotin miimkiin qiymsatlorinin onun riyazi gozlomasi
otrafinda no doracads six sopalonmasinin Ol¢iisiinii gostoran sabit adods bu komiyyatin
sopalonma xarakteristikasi deyilir.

Bu xarakteristikalara orta xotti meyl, dispersiya, orta kvadratik meyl va variasiya
omsal1 aiddir.

Orta xotti mtyl, dispersiya, orta kvadratik meyl , variasiya omsal.

Torif 8. Tosadiifli X komiyyastinin 6z riyazi gézlomosindon meylinin kvadratinin
riyazi gézlomasina bu komiyyatin dispersiyasi deyilir va bels isars olunur:
DX =E(X —EX)?
Xiisusi halda X diskret tosadiifii komiyyot oldugda onun dispersiyasi

DX = i(xk —EX) py
k=1
baraborliyi ils, kasilmaz olduqda iso
DX = I(x— EX )? p(x)dx

barabarliyi ils toyin edilir.



Torifdon aydindir ki, istonilon tosadiifii komiyystin dispersiyast monfi olmayan

ododdir.Bunula yanasi
DX = EX? —2EXEX +(EX ) =EX? —(EX )’
oldugundan dispersiyani
DX = EX? —(EX)?
diisturu ils do hesablamagq olar.
DX = EX? —(EX )’ barabarliyindon va dispersiyanin monfi olmamasina osasan
EX? > (EX)

oldugunu yaza bilorik.

Tosadiifli komiyyatin dispersiyasi onun miimkiin giymatlorinin riyazi gézlomosi
otrafinda sopolonmasinin sixligini gostormosi asagidaki miithakimoadon aydindir. X

tosadiifii  komiyyatinin qiymatlori riyazi gézlomoys yaxin oldugda DX :i(xk —EX)*p,
k=1

cominin hadlori ¢ox kigik adadlor vo buna goro do bu com do kigik adad olur. Oksinag,
tosadiifii  komiyyatin qiymsotlori riyazi gozlomodon uzaqda yerlosdikdo comin hadlori

boyiik adadlar olur vo buna gors do DX = i(xk —EX)’p, ) comi boyilik adad olur.Buradan
k=1

aydindir ki, dispersiyanm1 tosadiifii  komiyystin qiymatlorinin riyazi goézlomo otrafinda
sopalonmasinin Ol¢iisii hesab etmok olar.

DISPERSIYANIN XASSOLORI

1.Sabitin dispersiyas1 sifra borabordir:
DC=0

Dogrudan da, DC=E(C-EC) =E0=0
2. Istonilon ¢ sabiti ii¢iin DcX =c?DX
barabarliyi dogrudur.

Dogrudan da ,

DcX = E(cX —EcX )* = Ec?(X —EX )’ =c¢?E(X —EX )* =c?DX

3.Cit-ciit asili olmayan X,,X,,..,X, komiyyatlorinin cominin dispersiyast , onlarin

dispersiyalari comina barabardir, yani
D(X, + X, +...+ X, )= DX, + DX, +...+ DX,

Isbat1. 5, = X, —EX, qobul edorak yaza bilorik:

i)

Buradan

D(X,+ X, +..+ X, )=E> 6"+ > ESES, =) DX,
i=1 i] i=1
Notica3.lki asili olmayan tosadiifii kemiyyotin cominin dispersiyas: onlarin
dispersiyalari comino borabordir.
Natico 4.lki asili olmayan tosadiifii  komiyystin forqinin dispersiyasi onlarin
dispersiyalari comino borabordir.



4. MIN(X —c)* = Dx

2
5.a< X <b= DX S(b;aj

X —EX . . . o
eyd 1. x°= komiyyatino normallasmis komiyyat deyilir.Onda
Qey Tox yy smig komiyyot dey
DX° :iD(x —Ex)zli =1
DX DX
olar.
Torif 9. Dispersiyanin hesabi kvadrat kokiine orta kvadratik meyl deyilir.

o =+VJDX
Torif 10. V = &100% odadins tosadiifi komiyyatin variasiya omsali deyilir.

Torifo goro, variasiya omsali orta kvadratik meylin riyazi gozlomoys faiz
nisbotidir.Basqga s6zlo o, o -nin EX -in ne¢o faizi oldugunu gostorir.
Variasiya omsal1, miixtolif 6l¢li vahidlori ilo ifado edilon bir nego komiyyatin doyismo
doracalorini miigayiso etmoays imkan verir.

Qeyd 1.Standart normal paylanma funksiyasini F,(x) ilo isaro etsok,

F(x)=F, (X%‘a}

olar.

Qeyd 2.7 = X-a normallagdirilmis tosadiifi komiyyatinin (0,x) intervalina diismosi

ehtimali

P0<Z<x)= %J'ezdz = ®D(x)
7T o

2

[EEN

Burada, @(x =—Xe_z7dz laplas funksiyasidir.
(0=—= ! p y

TOSADUFU KOMIYYOTIN MOMENTLORI,

Tosadiifii komiyystin ala bildiyi qiymotlori vo bu qiymatlori hansi ehtimalla aldigini
gostoron paylanma funksiyasi onun oan miikommol xarakteritikasidir.Paylanma funksiyasi
1S9 bozon bir vo ya bir neco parametrdon asili olur.Masalon, normal paylanma iki
parametrdon asilidir.Paylanma funksiyasinin parametrlori, bir gayda olaraq, tosadiifi
komiyystin miithiim ododi xarakteristikalari olan miixtalif tortibli momentlor vasitasilo
ifads olunur.Taesadiifii kamiyyatin momentlarini hesablamaqla onun paylanma funksiyasini
tayin etmak miimkiin olur.

Torif 11 E(X-c) = [(x—c) dF(x)

—00

ododino X tosadiifi komiyyatinin ¢ adadino gore n-tortibli momenti deyilir.



Diskret vo kosilmoz tosadiifii komiyyatlor {i¢iin bu diisturu uygun olaraq

E(x—c)" =2 (x —¢)'p

Vo

00

E(x—c)" = J'(x—c)n f(x)dx

—00

barabarliklaring ¢evrilir. Xiisusi halda ¢ =0,c = EX olarsa

b, = EX" = [x"dF(x)

n

m, =E(X —-EX)" = T(x— EX )"dF(x)

alariq.
Torif 12. b, komiyyati X komiyyatinin n tortibli baglangic momenti, m, iso onun

momenti adlanir.
Tasadiifii komiyyatin baslangic vo morkazi momentlari arasinda slaqs vardir:

n

bn = Zbinii m;

-0
m, = Zn:c; (=b,)"'b;
Dogrudan da, istonilon «, ;) ododlori iislin yaza bilorik:
E(X -a) =E[(X - )+ (8-a) = YCIEX - B) (B-a)
Bu diistur « ododino gore n tartibllzomomenti, B odadino goro n-don kigik tortibli

momentlorlo ifads etmoyo imkan verir.Axirinct diisturda avvolco o =EX,B =0 sonra is9
a =0,EX =0 gabul etsak, (20) va (21)-1 aliriq.
Bii diisturlardan xiisusi hallarda asagidaki diisturlar alinir:
m, =b, - b12
m, = 2b’ —3b,b,
m, = —3b +6b’b, —4bb, +b,
a, =a’ +h,
a,=a
a, =a; +67b, +4ab, +b,
Praktikada 3 vo 4 tortibli momentlordon istifads edilir

Nazoari paylanmanin normal paylanmadan kanarlagsmasinin

qiymoatlondirilmasi.Asimmetriya va ekses amsallari.
Normal  paylanmalardan  forqli  paylanmalarin  tadqgiginds  bu  forgin
qiymatlondirilmasi masolosi meydana ¢ixir. Bu mogsadlo asimmetriya vo ekses
omsallarindan istifado olunur.Normal paylanmalar {iclin bu omsallar sifra borabordir.Ona



gbro do tadqiq edulon paylanma iigiin bu amsallar kicik oldugda onlun normal paylanmaya
yaxin oldugunu forz etmok olar.Oksino asimmetriya vo ekses omsallarinin kifayat qodor
bOyok olmasi normal paylanmadan ohomiyyatli konarlagmanin oldugunu séylomoya osas
VErir.

Qeyd edok ki, 3 tortibli morkozi moment tosadiifi komiyyotin riyazi gozlomoya
nisboton paylanmasinin  simmetrikliyini xarakterizo edir. Bu paylanmalar {i¢iin
asimmetriya vo ekses omsallar1 sifra borabordir.Qeyri simmetrik paylanmalar ii¢lin tok
tortibli  morkozi momentlor ( bir tortibli moment istisna olmaqla) sifirdan
forglidirlor.Demoli, bu momentlordon istoniloni asimmetriyanin qiymotlondirilmosi olaraq
gotiiriilo bilor.Lakin onun komiyystinin 6l¢ii vahidi tosadiifi komiyyotin 6l¢ii vahidi ilo

eynidir. Ona gora do geyri simmetrikliyin xarakteristikasi olaraq a = m—g Olciisiiz komiyyat
(o2

toyin edilir.

Torif 13. a= % komiyyotino X tosadiifii komiyyatinin asimmetriya omsali deyilir.

Asimmetriya miisbot oldugda paylanma oyrisinin “uzun hissasi” riyazi gozlomadon
sag torofdo, monfi olduqda iso sol torofdo yerlosir.

Tosadiifii komiyyatin dispersiyast verildikdo onun 4-cii tortib morkozi momenti bu
komiyyatin 0z riyazi gozlomasindon boylik yayilmasini xarakterizo edir.Bu iso simmetrik
paylanmanin EX ndqtosindo maksimum qiymat almasiin, yoni paylanma oyrisinin bu
noqtads “sis” uclu vo ya “yast1” olmasinin xarakteristikasidir.Bu vaziyyeti toyin edacak
Olclisiiz komiyyat olaraq

m

4
e=—r-3
O_4

toyin olunur.

Torif 14. e= % —3 komiyyatino X tasadiifii komiyyatinin eksesi deyilir.

Tobiotdo va ya tocriibads dyranilon bir ¢ox tosadiifii proseslorin paylanmasi normal
paylanmaya cox yaxm olur.Istonilon tosadiifii komiyyatin paylanma oyrisini normal
paylanma oyrisi ilo miiqayiso edirlor.Ona goro do asimmetriya vo eksses anlayislarinin
komayilo haor hansi tosadiifii komiyyatin paylanmasinin normal paylanmadan meylini
xarakterizo edirlor.Bununla olagodar ekssesin ifadesin do 3 toplanam1 olavo
edilmisdir.Normal paylanma ii¢lin assimmetriya va eksses sifra borabordir.

Kovariasiya va korrelyasiya amsali
Torif 15. m,, momenting, yoni
cov(X,Y)=E(X _EX)Y —EY)=EXY — EXEY
ifadosing tosadiifii vektorun kovariasiyasi deyilir.
Xiisusi halda cov(X, X )= DX

Torif 12. py ZM

V DX DY

vektorunun X va Y komponentlarinin korrelyasiya omsali deyilir.

normallagdirilmis  kovariasiyasina  (X,Y)tosadiifii



Aydindir ki,
cov(X,Y)=cov(Y, X)
boraborliyi 6donilir.

Asili olmayan komiyyatlor tigiin cov(X,Y)=0.Buradan iso aydindir ki, cov(X,y)=0
sortini 0doyon komiyyatlor asilidir.Onlarin asililigimi bu komiyyatlo xarakterizo etmok
olverisli deyildir, ¢linki bu komiyyaet tosadiifii X vo Y komiyyotlorinin 6l¢ii vahidlorindon
asithidir.Buna goro do tosadiifii komiyyatlorin asililigin1 komiyyotco xarakterizo etmok
tictin homin komiyyatlorin normallagmis meyllarinin kovariasiyasi olan

X-EXY-EY
pIX.Y)-E JDx VDY

Vo ya
cov(X,Y)
X,Y)=—" L
( ) vDX+/DY

komiyyati gotiirtiliir. Bu kamiyyat adsiz kamiyyatdir.

Torif 13, p,, = 2UX.Y)
V DX DY
vektorunun X va Y komponentlorinin korrelyasiya omsali deyilir.

X va Y komiyyatlorinin asili olmamasi liclin onlarin korrelyasiya omsalinin sifra
barabar olmasi zoruridir, lakin korrelyasiya amsalinin sifra borabar olmasindan X vay
komiyyatlorinin asili olmamasi ¢ixmur.

Korrelyasiya omsali sifra borabor olan komiyyetlora korrelyasiyalanmamis,
korrelyasiya omsali sifra borabor olmayan komiyyetlora i1se korrelyasiyalanmis
komiyyatlor deyilir.

Yuxarida dediklorimiz gdostorir ki, asili olmayan komiyyatlor korrelyasiyalanmamis
komiyyatlordir.Lakin korrelyasiyalanmamis komiyyatlorin asili olmadigmi hokm etmok
olmaz.Demali, tosadiifi komiyyatlorin asili olmamasi , onlarin korrelyasiyalanmamis
olmasina nozoron giiclii sortdir.

Normal paylanmis tosadiifi komiyyatlor {iclin iso asili  olmamaq vo
korrelyasiyalanmamaq anlayiglar1  ekvivalentdir: normal paylanmis X vo Y
komiyyatlorinin asili olmamasi iiglin onlarin korrelyasiya oamsalinin sifra barabor olmasi
zoruri vo kafidir.

normallagdirilmis  kovariasiyasina  (X,Y)tosadiifii

Korrelyasiya amsalinin xassalori -
1 .korrelyasiya amsalinin miitloq qiymati vahidden bdyiik deyildir, yani istonilon X
vaY tosadiifi komiyyatlori li¢iin

lp(X,Y) <1
barabarliyi 6danilir.
Dogrudan da,
2
0< E[[X —EX,Y _EYJ }—ZiZM—Z(lip(X,y))
Oy oy Oy Oy

miinasibating asasan
1-p(X,Y)> 01+ p(X,Y)>0
barabarsizliklori 6donilmoalidir.Buradan



1< p(X,Y)<1
vo ya tolob olunan
[p(X.Y)<1
borabarsizliyi alinir. Axirinci boraborsizliyi

lcov(X,Y ) < VDXDY

kimi do yazmagq olar.
2.Tosadiifii komiyyotlorin xotti ¢evirmasi, onlarin korrelyasiya omsalinin miitlog
giymotini doyismir, yoni istonilon sabit a, b, ¢, d adodlori {igiin
lp(aX +b,cY +d)=|p(X,Y)
borabarliyi dogrudur.

Dogrudan da, torifa gora
p(aX +b,oY +d)= E[(axX +b)cY +d)]-E(aX +b)E(cY +d) _ac(EXY —EXEY) ac

J/D(@x +b)D(cY +d) ~ Ja’Dxc?DY  fad]

oldugundan xassonin dogrulugu alinir.

—p(X,Y)

Tasadiifii vektorun adadi xarakteristikalari.
Torif 14. EX =(E,E,) ododi vektoruna ikiolgiilii (X,Y)tosadiifi vektorunun riyazi
gbzlomasi deyilir.
Burada kosilmoz tosadiifi vektorlar {i¢lin

£, = | [t (cy)day, E, = [ [yt (x )y

—00 —0 —00 —0

diskret tosadiifi vektorlar ti¢iin isa

n

Ex :szi pij ) Y B
=1

i-1 j=1 =1 ]

X kosilmaoz komponentinin dipersiyasiD, = _[ _[ x—E, ) f (x,y)dxdy dasturu ilo

hesablanir.Diskret halda bu diistur D, = ZZ ) p; soklino diisiir.
i=1l j=1
Y komponentinin dipersiyas1 miivafiq olaraq

D, _ij E, ) f, (x,y)dxdy va D, ZZ( E\()zpij

—00 —0 i=1 j=1
disturlari 1lo hesablanir.

Torif 15. b, =EX*Y*= I J‘xkyS f. (x, y)dxdy

—00 —00

ifadasinag kosilmoz tosadiifi vektorlarin k+s tortibli baglangic momenti deyilir.
Diskret tosadiifi vektorlar ti¢lin

=22 XYy

i=1 j=1

Torif 16.m,, = I I x—EX ) (y—EY) f,,(x y)dxdy



ifadosinog kosilmoz tosadiifli vektorllarin k+s tortibli morkozi momenti deyilir.
Diskret tosadiifi vektorlar {igiin

n m

m = ZZ(Xi -EX )k(y -EY )S Pij

i=1 j=1

Tasadiifi vektorun kovariasiya va korrelyasiya matrislari.

k, Kk, .. Kk,
P Ly
knl kn2 o knn
matrisino X =(X,,...,X,) n-Olgilii tosadiifi komiyyatinin covariasiya matrisi

deyilir.Burada, k; = cov(X;, X j b, j=12,..n X, vo X ; komiyyoatlorinin kovariasiya omsalidur.
Kovariasiya matrisi simmetrik haqiqi matrisdir, yoni k; =kj;,i.j=12,...,n
L pp o Py
_| P 1y

P Prz - Pm
normallagdirilmig kovariasya matrisine iss matrisine X = (X,,.., X,) n-olgiilii tosadiifi

komiyyatinin korrelyasiya matrisi deyilir.
cov(X;, X )

omsalidir.

1) Ky vo R, matrislori simmetrik matrislordir, yoni; p; = p;; ; k

Burada, i,j=12,..,n X; Vo X, komiyyatlorinin ~ korrelyasiya

k
2) ) K,vo K, matrislori monfi olmayan miioyyondirlor, yoni bu matrislorin bas
minorlart manfi deyildir:

Qeyd edok ki, bu miinasibotlordo boraborlik isarasi o vaxt ola bilor ki, tosadiifi
vektorun X, koordinatlari arasinda xotti funksional asililiq olsun.

3) Xasso 2)-do n=2 olduqda
|,B12| < ﬁllﬂzz ) k12 < m’|r12| <1
4) xasso 3)-do X, =X, X, =Y gotiirsok, onda tiglincii xassoni belo yaza bilorik:
[EXY|* <E|X|"E]Y|’
5) Istonilon X va Y tosadiifi komiyyetlori {iiin
EXY = EXEY +Kk,,

barabarliyi dogrudur.
Tasadiifi vektorun kovariasiya va korrelyasiya matrislori.

ij = Rii
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KX — 21 22 b 2n
Ky K - Ko,
matrisino X =(X,,..X,) n-Ol¢gili tosadiifi komiyyatinin covariasiya matrisi

deyilir.Burada, k; =cov(X;, X, }i, j=12,..,n X; va X, komiyyatlorinin kovariasiya omsalidir.

Kovariasiya matrisi simmetrik hoqiqi matrisdir.
L pp o Py
R, = P 1 o py
P Pnz - P
matrisine X =(X,,..,X,) n-Olgiili tosadiifi komiyyotinin korrelyasiya matrisi

coviX,, X.) . . . . .

Py = M;L j=12,..,n X; va X komiyyatlorinin  korrelyasiya
JDX, /DX,

omsalidir.

1) Ky vo R, matrislori simmetrik matrislordir, yoni; p; = p;; ; k

deyilir.Burada,

k

2) ) K,va K, matrislori monfi olmayan miioyyandirlor, yoni bu matrislorin bas
minorlart manfi deyildir:

Qeyd edok ki, bu miinasibatlords boraborlik isarasi o vaxt ola bilor ki, tosadiifi
vektorun X, koordinatlari arasinda xotti funksional asililiq olsun.

3) Xassa 2)-do n=2 olduqda
|:B12| < ﬂllﬂzz ) k12 < m’|r12| <1
4)xasso 3)-do X, = X, X, =Y gotiirsok, onda {li¢iincii xassani bels yaza bilorik:
[EXY[* <E|X|"E]Y|’
5)Istonilon X va Y tosadiifi komiyyatlori iigiin
EXY = EXEY +K,,

boraborliyi dogrudur.
Kovariasiya matrisi vo EX =(EX,,EX,...,EX,) ortalar vektoru tosadiifii vektorun asas

xarakteristikalaridir.
Teorem.Istonilon X =(X,X,,..,X,) normal vektorunun riyazi gozlomoasi vo

ij = Rii

kovariasiya matrisi vardir vo onun riyazi gézlomasi at’ dispersiyasi iso tBt’ -0 borabardir.
Isbati. Torifo goro hor bir X, komponenti normal komiyyotdir vo buna goro do
a, = EX, <0,07 =DX, <o
Buradan kosi-Biinyakovski borabarsizliyine asason yaza bilorik:
o =cov(Xi,Xj)=<7i0j <0

Xt' komiyyatinin riyazi gozlomasini vo dispersiyasini tapaq:



e(xt')=(EX X' =at’
n n 2 n
D(xt' )= D(Ztixi) = E(Zti(xi - Exi)j = Yo tit, =tBt'
i=1 i=1 i,j=1
Normal vektorun sixliq funksiyasi.
X =(X,, X,,..., X, ) vektorunun sixliq funksiyasi

oy 1 eeapiees 1 1 Q
n(x;a,B)= e e = 2 eXp{ 2|B|ZB” (x, ai)(XjaJ )}
soklinds oldugda ona normal tosadiifii vektor deyilir. Burada,
|B|=detB,B;iso o, =E(X; —a X, -a,)
elementinin cobri tamalayicisidir
Beloliklo, ¢oxol¢iilii normal paylanma riyazi gozlomolor vektoru vo kovariasiya

matrisi ilo, yani bas y1gimin {n + @} sayda parametrlori ilo toyin edilir.

Bilma 8. BOYUK ODODLOR QANUNU VO MORKOZI LIMIT
TEOREMLORI.

Tasadiifii komiyyatlaor ardicilliginin yigilmast..
a)Ehtimala gora yigilma. X, ,n>1 tosadiifi komiyyatlor ardicilhigi
P(X, - X|>&)>0,n >

sortini 06doadikds, deyirlor ki, bu ardiciliq X komiyyatino ehtimala goro yigilir vo bu
yigilmant X, —" X kimi isars edirlor. Burada, ¢ ixtiyari miisbot ododdir.

Ehtimala gora y1gilmanin miihiim xassolori ilo tanis olaq.
1)Tutaq ki, X, »" X,n— o oldugda f(x) iso kesilmoayan funksiyadir. Onda

f(X,)-=" f(X)n—>ow

2) Tutaq ki, m sayda X® k=12..m tosadiifii komiyyotlor ardicilligi verilmisdir,
X 5P X® 050 d(x,%,,.... X, ) 52 kosilmoyan funksiyadir.Onda

(XD, X, X W) 5P d(x®, X, X™)n o0

3) X, »" X va P(X,|<c)=1 oldugda EX, —EX,n—>w

b) vahid ehtimalla yigilma. Tutaq ki, X, ,n>1tosadiifii komiyyotlor ardicilligi
verilmisdir."X, X - o wyi@ilir” hadisasine baxaq vo bu hadisoni A ilo isaro edok.

A= ﬁ O ﬁ{|xn - X|< %} Molumdur ki, X, voX - tosadiifii komiyyatlor oldugda A

k=1N=1n=N

o0

tosadiifii hadisadir. A :ﬂCJ ﬁ{|xn - X| <%} hadisosi n>N igiin |X, - X| <%
=N

k=1N=1n



A,. - elo N vardir ki, n>N igilin |Xn—X|<l
' r

Cs

borabarsizliyinin 6dsnilmasi; B, =

p=4

=1

borabarsizliyi ddenilir; (B, - hadisosi iso hor bir r iisiin elo N vardir ki, n> N oldugda
k=1

X, = X|< 1 barabarsizliyinin 6donilmosi hadisasidir.
r

X, ,n>1tosadiifi komiyyatlor ardicillig1

p(x, - %)= (YU, - x|« -1

r=1m=1ln=m

boraborliyini 6dodikds, bu ardicillig X komiyystino vahid ehtimal ilo vo yaxud sanki
yaqin yigilir deyirlor vo bunu P(X, — X)=1 X, —»* X Kkimi igars edirlar.

P[ﬁ BKJ =1 olduqda istonilon k liglin P(B,)=1, aksina istanilon k li¢iin P(B,)=1 olmasindan
P[ﬁ BKJ =1 oldugu alinir.Belaliklo, P(X,— X)=1 miinasibotinin 6donilmosi {igiin

{U UIX, = X|= } 1 sortinin 6donilmasi zoruri vo kfidir. ﬂ{|x — X|= } monoton artan

N=1n=N n=N

hadisoalar ardicilligr oldugu tigiin P{U UIX, = X|= } 1 sortinin 0danilmasi istonilon r

N=1n=N

ticlin P{ﬂ|x - X|< }—>1 sortinin 6danilmasi zoruri vo kafidir.Qeyd edok ki, burada %

n=N
nisbatini ixtiyari ¢ ilo avoz etmak olar.
Teorem 1. X,,n>1 tosadiifii komiyyotlor ardicilligmin X komiyyatino vahid

ehtimalla y1gilmas1 ii¢iin

P{ﬁ(]xn - x|<g)}—>1

n=N
sortinin 6ddonilmasi zaruri vo kafidir.
Notico 1. X,,n>1 tosadiifi komiyyatlor ardicilliginin X komiyyatina vahid

ehtimalla yigilmasiindan ehtimala gors y1gilma alinir.

Dogrudan da, PﬂXH—X|<g}2P{ﬁqxn—x|<5)}oldugu iicin  P{X, - X|<&}—>1

k=n
sortindon X, —" X alinir.

Notico 2. X,,n>1 tosadifii komiyystlor ardicilliginin X komiyystino vahid
ehtimalla y1g1lmasi li¢iin ixtiyari miisbot ¢ {i¢lin

P{O(an—x|>g)}—>o

n=N
sartinin 6donilmasi zoruri vo kafidir.

P{QQXH _x|>5)}s SPX, - X|> &}

n=N



oldugu ii¢iin ixtiyari & ) Pﬂxn - X|> £}~ miinasibetinin 6donilmasindon
n=1
P(X, - X)=1
almir.

c¢) orta kvadratik yigilma.
Ikitortibli, X ,n>1 tosadiifii komiyyotlori i¢iin E|X, - X|2 —0 sorti Odonildikde bu
ardicillig X komiyyatino orta kvadratik yigilir deyirlor vo bunu X, - X kimi isara

edirlar.
X,,n>1 ardicalligmin X  komiyyatino orta kvadratik monada yigilmasi tigiin

EX, —>a,DX, —»0 sortlorinin 6donilmasi zaruri va kafidir.

1) X, -»* X oldugda X, —»" X olar.

2) X, > xoldugda EX, — EX,EX? —EX?

3) X,,n>1 tosadiifi kemiyyatlor ardicilliginin hor hansi ¢ sabitino orta kvadratik
yigilmasi liciin EX,, — EX, DX, — DX sartlorinin 6donilmasi zoruri vo kafidir.

Vahid ehtimalla va orta kvadratik yigilmalardan ehtimala gors y1gilma alinir.

Boyiik adadlor qanunu vo markazi limit teoremlarinin mahiyyati.
Ehtimal nazariyyasi vo onun totbiqi saholorinds ¢oxlu sayda tosadiifii komiyyatlorin
comi soklindo gostorilon tosadiifi komiyyotlora tez-tez tosadiif edilir.Belo tosadiifu
komiyyatlorin cominin paylanma ganununun bilavasito tapilmasi miioyyon ¢otinliklorlo
baglidir. Malumdur ki, riyazi gozlomolori a, dispersiyalari o’olan asili olmayan eyni
paylanmaya malik X, X,,..., X, tosadiifii komiyyatlorinin hesabi ortast boylik n-lor ii¢lin

dayanighdir vo riyazi gozlomodon az forqlonir , dispersiyasi iso n—oo sortindo sifra
yaxinlasir. Demali, n-in boyiik qiymatlorinds n sayda asili olmayan tosadiifii komiyyatlorin
odadi ortasinin miioyyon monada a-ya borabar oldugunu gobul etmok olar.Beloliklo, asili
olmayan tosadiifii komiyyatlorin hesabi ortasinin boyiik n-lor {i¢iin dayaniqliq xassasinin
riyazi ifadasi boyiik adadlor ganunu vasitasi ilo verlir.

Boyiik adadlor ganuna aid olan teoremlor tosadiifii komiyyatlorin adadi ortasinin
hanst sortlor daxilindo dayaniglt olmasi sortlorini  miisyyalosdirir.Markozi  limit
teoremlorindo iso n sayda tosadiifii komiyyotlorin normallasdirilmis cominin n— oo
sortinds normal paylanmaya malik olmasi sortlori ifads edilir.

Bu movzuda biz boyiik ododlor gqanununun vo morkozi limit teoremlorinin bazi
teoremlori ilo tanig olacayiq.Bu teoremlorin ehtimal sorhi miisahidslorin say1 kifyad qodor
boylik oldugda onlarin hesabi ortalar ardicilli§inin =~ xassosinin  dyronilmoasindon
ibarotdir.Htsabi ortalar bir sira maraqli xassaloro malikdirlor. Hesabi ortan1 formalasdiran
har bir miisahidonin naticasi har hansi bir tosadiifii kamiyyatin realizasiyasi oldugu {i¢iin
onun komiyyati haldan(tosadiifdon) asili olacaqdir.Ancaq miisahidoslorin say1 ¢ox olduqda
miixtolif tosadiifii amillorin tosiri qarsiliglt silinir, noticods miisahidonin naticalorinin
hesabi ortas1 realizasiyas1 miisahids edilon tasadiifi kamiyyatin riyazi gézlomasindan ciizi
forqlonir.

Boylik odadlor gqanunu tocriibadio miithiim ohomiyyoto malikdir.Bu qanun statistik
todqiqgatlarin — ugot vo hesabat molumatlarinin toplanmasiin, kiitlovi hadisolorin



qanunuuygunluglarinin askar edilmosinin asasin1 togkil edir.Boyiik adodlor qanununa goro
miisahidolorin sayinin geyri-mohdud artmasi ilo miixtolif tosadiifi meyllor qarsiliqh silinir
vo noticodo miisahidolorin noticolorinin hesabi ortasi, todqiq edilon olamotin statistik
yigimdaki orta komiyyotindon vahido kifayot qodor yaxin ehtimalla cilizi suratdo
forqlononir.

Komiyyatlorin asil giymotini toyin edorkon bu vo ya basqa dorocodo xotaya yol
verilir.Masolon, torozi ¢okinin , termametr temperaturun, ampermetr coroyan siddotinin
asil giymatini doqiq deyil, taqribi qiymatini gostarir.Haor hansi a kamiyyatini toyin edarkon,
onun X, X,,.., X, tacriibi qiymatlori vasitosi ilo toyin edilon

X - X+ X, +..+ X,
n
komiyyatindon genis istifado olunur.Mohz bu komiyyat n-nin kifayost qodor boyiik
qiymatlorinds a-nin asil qiymatini asagida doqiqlosdirilocok monada ¢ox yaxin olur.
Olgmo prosesindo tosadiifii amillor olduguna gora, onun X,, X,,.., X, noticalorina

tobii olaraq tosadiifii komiyyat kimi baxilmalidir.Olgmos nazariyyasinda asagidaki forziyyo
osas goturiliir: aparilan 6lgmolarin say1 kifayst qador boylik oldugda alinan naticolorin
odadi ortast miioyyon bir a sabitino oldugca yaxin olur.Belo xassoys malik olan a sabitini
Olciilon komiyyatin asil qiymaoti kimi gotiirmok tobiidir.

Yuxarida sorh edilon tocriibi forziyys , riyazi cohotdon ehtimal nozoriyyasinin boyiik
bir bolmosini togkil edon bdyiikk odadlor ganunu vasitasi ilo osaslandirilir.Ehtimal
nozoriyyoasindo bdylik odadlor qanunu dedikds , tosadiifii komiyyatlor ardicilliginin bu vo
ya digor monada miioyyon sabito yigilmasi haqqinda teoremlor nozords tutulur.Boyiik
ododlor ganununun ilk formasini 1713-cii ildo Y. Bernulli kosf etmisdir.Hadisonin bas
verma tezliyinin onun ehtimalina yigilmasi haqqinda Bernulli teoreminin tarixon
fundamental shomiyysti onunla izah olunur ki, bu teorem ehtimalin statistik torifini riyazi
asaslandirir.Homin teorem bir ¢ox alimlarin diggatini calb etmis vo miixtalif istigamatlorda
giiclondirilmisdir.

Boyiik adadlar qanunu klassik formada bels ifads olunur.

X,,n>1 tosadiifii komiyyatlor ardicillig1 n — oo oldugda

1vx, - E(izn: xij -0
) Nz
sortini 6doyarsa, homin ardicilliq {i¢iin boyiik adodlor qanunu ddonilir deyilir.
Bu ganunu ilk dafs rus riyaziyyatgisi A.Markov ifads etmisdir.
Burada yigilma ehtimal monada basa diisiiliir.Belolikls, boylik adadlor qanunu n

sayda tosadiifii komiyyatlorin cominin 6z riyazi gozlomosino ehtimal monada yaxinlagmasi
sortlorini miioyyon edir.

Boyiik adadlar qanununun statistuka tacriibasindo
ahamiyyati. Praktiki yaqinlik prinsipi.
Bosoriyyot torofindon iizun osrlor zamam oldo edilmis tocriiboys goro miioyyon

sortlor daxilinds hadisonin bagverms ehtimali kifayat qodar kisik olduqda , bu sertlarin bir
dofo icrasinda  hadisosnin basvermomosino omin olmaq olar.Insan foaliyystinin biitiin



sahalorinda bii hadisoni miimkiin olmayan hadiss kimi gobul edirlor. Tacriibada miimkiin
olmayan hadisalorin ehtimallarinin yuxart sorhoddini gostormok miimkiin deyildir.Ona
gorado hor bir konkret halda praktiki olaraq miimkiin olmayan hadisonin bagvermasinin
ohomiyyoliliyindon asili olaraq yuxar1 sorhoddi miioyyon etmok lazimdir.Hadisdonin
ehtimali kifayot godor kicik oldugda o, praktiki olaraq miimkiin olmayan hadiso hesab
edilir.Bu halda hadisonin tamamlayaninin ehtimali vahido yaxin olur.Beloliklo, siaq
noticosindo hadisoninn tamamlayan1 praktiki olaraq yoqin hadiso hesab edilir.Demali, biz
hadsisalorin miimkiin olmamasi vo va onlarin ehtimaliniln ki¢ik olmasi; oksino onlarin
oksi olan hadisalorin praktiki yaqin olmast vo yaxud onlarin ehtimalllarinin vahids yaxin
olmas1 haqqinda danisa bilorik.

Tutaq ki, hor hans1 namolum parametr qiymotlondirilir.Parametrin qiymotlondirmasi
boylik ododlor ganununa tabe olduqda miisahidslorin saymi geyri-mahdud olaraq
artirmaqla vahida kifayot gqodor yaxin ehtimalla xotanin kifayot qodor kicik olmasini tomin
etmok olar.Boyiik adadlor qanunu ayri-ayr1 qiymotlondirmoalorin xatalarinin kifayst qodor
kicik adadi agsmamasina tominat vermir.Ancaq bu ganuna goro miisahidslorin say1 geyri-
mohdud artdigda belo hal daha az ehtimalli olur.Masolon, metal pulu 1000000 dofs atdiqda
hor dofo gerb {izii diiso bilor.Bu halda gerb iiziiniin diismosi hadisosnin tezliyi 1 olar vo
rogom iiziinlin diismosi ehtimal1 olan - Y2 don ohomiyyatli dorocods forglonor.Ancaq bu

100000C
noticonin ehtimali olan (E) ododi o godor kigikdir ki, onu praktiki olaraq nozors

almamaq olar.Eyni 1lo hor hansi iqtisadi rayonda bugdanin mohsuldarlig:
qiymatlondirildikdas tasadiifon moahsuldarliglar kicik ( boyiik) olan tasarriifatlar secilo bilor
va naticade moahsuldarligin qiymatlondirmasi real orta mohsuldaliqdan kifayat qador forqli
olar.Ancaq boyiik odadlor ganununa goro miisahidolorin sayr geyri —mohdud olaraq
artdigca bela bir bir naticonin alinmasi ehtimali kigilir.

Boyiik adadler qanununun statistika tocriibasinda tatbiqinin asasini paktiki yaqinlik
prinsipi toskil edir.Bu prinsip empirik miisahidoys osaslanir: ehtimallart kifayat qodor
kicik olan hadisolor ¢ox nadir hallarda, ehtimallar1 vahido yaxin olan hadislor iso sanki
yaqin bas verir.Bu voziyyat tocriibonin askar noticosi kimi gobul edilir.Tosadiifii hadisonin
ehtimali kifayot godor kicik oldugda o nadir hallarda bas verir vo tocriibads bu hadisonin
bas vermomosini qobul etmok olar.Bu halda deyirlor ki, hadisasnin bas vermomosino
ominlik vardir.

Praktiki ominliyos misal olaraq ot tayasinda iynonin tapilmasini masalasini
gostormok olar.Tayadan tosadiifii qaydada ¢ixarilmis bir ¢ongo otda axtarilan iyno ola
bilor. Ancaq bu hadisonin ehtimali o godor kigikdir ki, praktiki olaraq bu hadisonin
bagvermosi qeyri-miimkiin hesab edilir.Beloliklo, tosadiifii olaraq ¢ixarilmis bir ¢ongo
otda 1ynanin olmamasi praktiki yoqin hadisadir.

Biz bilirik ki, hor giin nogliyyat ilo 150 kedorkon qoza bas vera bilor vo biz holak ola
bilorik.Ancaq praktiki olaraq biz belo bir ehtimalla razilagmiriq, yoni qozanin bas vermasi
ehtimal1 kifayst qodor kigik oldugu iiciin biz qoza naticasinds halak olmayacagimiza
praktiki olaraq ominik.Eyni ilo se¢cmo yigima osason iqtisadi rayonda bugdanin
mohsuldarligini qiymsatlondirdikds miisahidalorin say1 kifayat qador boylik oldugda biz
xotanin shomiyyatli olmamasina praktiki olaraq aminik.



Praktiki yoqinlik prinsipine gora ¢oxsayli miisahidslor iigiin boyiik adadlor ganuna
tabe olan xotalarin ehtimali ¢ox kigikdir.Tocriibo do bu faktin dégrulugunu tosdiq
edir.Bununla belo, hadisonin bas vermomasino praktiki yoqinlik oldugu haldada o, bas vers
bilor.Moasolon, yuxarida geyd edildiyi kimi tosadiifii qydada ¢ixarilmis bir ¢ongo otda
iynonin tapilmasi miimkiindiir.Bugdanin mohsuldarligini miioyyon etdikdo tosadiifii
gaydada mohsuldarliglar1 boyiik vo yaxud kigik olan tosorriifatlar secilo bilor.Bu halda
hotta miisahidolorin say1 ¢ox oldugda belo mohsuldarligin giymotlondirmasinin xotasi
ohomiyyatli ola bilor.Beloliklo, boyiik adodlor ganununun tocriibods totbiginin asasi olan
praktiki yoaqinlik prinsipi cox nadir, ancaq miimkiin olan istisnalara yol verir.Bas
vermomosing praktiki yoqinlik olan hadisolor bas vera bilor.Ona goéro do miimkiin
istisnalarin  tezliklorinin daha doqiq analizi masslosi meydana ¢ixir.Bu masalo
giiclondirilmis bdyiik adadlor ganunu vasitasi ilo hall edilir.Kolmoqorov goéstormisdir Ki,
asili olmayan miisahidslor bircins yigimda aparildiqda , yoni miisahidenin naticalari sonlu
riyazi gozlomosi olan hor hansi bir tosadiifii komiyyatin qiymaotlori oldugda va
miisahidolorin say1 qgeyri-mohdud artdigda onlarin naticolorinin hesabi ortasi riyazi
gbdzlomoys vahid ehtimal ilo y18ilir:

P(X, > EX)=1
Bu halda misahidolorin sayr kifayot godor bdyilik olduqda

X,—EX|<&
barabarsizliyinin 6donilmasini vahid ehtimalla gozlomak olar.Bu iso o demokdir ki, riyazi
gbdzlomonin giymatlondirmasinds xota kifayot godor kicik miisbat & -dan bdyiik deyildir.

Cebisev barabarsizliyi.

Tosadiifi komiyyatin dispersiyast malum oldugda onun 6z riyazi gozlomasindon
konarlagmasini dispersiya vasitasilo gqiymatlondirmok olar.Bununla bels konarlagsmanin
ehtimalinin qiymetlondirmasi ancaq dispersiyadan asilidir.Miivafiq qiymetlondirmo
Cebisev boraborsizliyi vasitasila hall edilir.

Teorem 2 (Cebisev boraborsizliyi ).Sonlu dispersiyast olan X tosadiifi komiyyati
ixtiyari &= 0 {ligiin

PQX—EX|>8)SZ—§
barabarsizliyini 6dayir.
Dogrudan da, tutaq ki, X kasilmaz tosadiifii komiyyatdir vo onun sixliq funksiyast f(x)
dir.Onda
P(X -EX|>¢)= [ f(x)x
[x—EX|>¢

miinasibating asasan

DX = E|(X —EX)’| = T(X—EX)Z o= [[x—EX[ f(xdx =& [ f(x)dx=&’P(X —EX|>- £)vo
—0 [X—EX|>-& [X—EX|>-&
ya
DX > £?P(X —EX| > &)



Buradan iso Cebisev boraborszliyi alinir.Diskret tosadiifi komiyyotlor iiclin isbat
anolaji tisulla aparilir.

Cebisev baraborsizliyinin 1ki naticasi ilo tanig olaq.Bu naticalor boyiik adodlor
ganununun vo tosadiifi komiyyatin 6z riyazi gpzlomosindon meylinin miitlog qiymatinin
miioyyon ododi agsmamasi hadisosinin qiymetlondirilmosindos istifado edilir.

Noatica 1. Istonilon &> 0iiciin

P(X —EX|> &)+ P(X —EX|<&)=1
borabarliyinds birinci toplanana Cebisev barabarsizliyini tatbiq etsok

P(x —Ex|<g)>1—%

oldugunu alariq.
Notico 2.¢4,,...,¢, asili olmayan tosadiifi komiyyatlor oldugda

P{EZgi—EZEgi<g}Zl— 1 De,+..+ Do,
n

i=1 [ oy ne? n
borabarsizliyi dogrudur.

Boraborsiszliyi  isbat  etmok moqsadi ilo Y = lz X; tosadiifii  komiyyatino
[ ey
baxaq.Riyazi gozloma va dispersiyanin malum xassalaring asason
EY=E£12xij=1 DY:D[EZXJ:%D(ZXJ:%ZDXi
Nz n N3 n i1 n" iz
Cebisev barabarsizliyini Y tosadiifi kemiyyatina totbiq edoak.

P{lixi—iiExi <g}=PﬂY—EY|<g}z1—D—Z=
Nz Nz &
_,__1 DX, +DX,+.DX,

ne? n

Bu barabarsizlik tosadiifu kamiyyatlorin hesabi ortasinin 6z riyazi gézlomosindon
meylinin  miitloq qiymatinin ehtimalinin  asagidan  qiymatlondirmosini  verir.Bu
gqiymoatlondirma vahiddon dispersiyalarin %Zn: DX, hesabi ortasinin ﬁsdadine hasili

i=1 &
godor kigikdir.Dispersiyalarin hesabi ortas1 mohdud olduqda geyd edilmis ¢>0 {i¢lin bu
qiymatlondirma n — oo sartinds vahids yaxinlasir.

Boyiik adadlor qanunu haqqinda klassik teoremlor.

ovvaco asilt olmayan n sinaga A tosadiifi hadisosinin 50 bas vermosi tezliklori
n

ardicilligr va asili olmayan yasadiifi koamiyyatlorinin
g - X+ X, +..+ X,
" n
hesabi ortasi ii¢iin bdyiik adodlor ganununun 6donildiyini gostorak.




Teorem 3(Bernulli teorem). Tutaq ki, n sayda Bernulli smaginda miisbot
noticonin bas vermo say1 s, hor bir sinagda miisbot noticonin bas vermo ehtimali iso p

(0< p<1)-dir.Onda Ve >0 adadi ligiin

Lim P[S >5J:o
n

—-p
miinasiboti dogrudur.
Isbati. X, ilo i-ci sinaqda miisbat naticonin bas vermo sayini isars edok. Onda

s, =X, + X, +..+ X, oldugunu yaza bilorik. Aydindir ki, X,X,,..,X, komiyyatlori asili
deyillor vo
P(X;=1)=p,P(X; =0)=1-p=q;i=12,..,n
Buradan
EX, =1xp+0xq=p;EX2=1*xp+0°xq=p;
DX; =EX? - (EX,) = p-p* = p(l- p)= pg,i=1

s, 1 S 13 pq
EX==YEX, =p;D2 ==Y DX =
n nizzl: T REY nziZ:l: n

Cebisev barabarsizliyindan istifado etmokls yaza bilorik:
P[S—“— p Zg}éizDs—“zp—qz—)O
n g N ng

Bernulli teoremi gostorir ki, aparilan sinaglatin say1r geyri- mohdud artdigda
hadisonin bagverms tezliyi ehtimala goro haisonin ehtimalina y1gilir.
Bernulli teoreminds smaqglarin eyni sortlor kompleksi daxilindo aparildigi forz
olunur.Lakin sinaqglari eyni sortlor daxilindo aparmaq homiso miimkiin olmur.Masalan,
namolum bir komiyyati tapmagq iigiin aparilan 6lgmoini tamamils eyni sortlor daxilindo
tokrar etmok praktiki olaraq cox ¢otindir.Buna goro do miixtalif soraitdo aparilan
smaqlar zamani hadisonin bagverms tezliyinin 0ziinii neca aparmasinit bilmok ¢ox
mithiim masaladir.
Miixtalif sortlor daxilinde aparilan siaqlar seriyasinda hadisonin bagverma tezliyinin
dayaniqliq xassosini Puasson dyronmisdir.

Teorem 4.( Puasson teoremi).Tutaq ki, n sayda Bernulli sinaginda miisbat naticonin
bas vermo say1 s, i-ci sinaqda miisbat naticonin bas verma ehtimali isa p,-dir.Bu halda

ehtimal monada

Sy Pit.tp,
n n

-0

miinasibaoti dogrudur.
Isbati.i-ci sinagda miisbat naticonin bag vermo saymni X, ilo isaro edok.Onda sorto goro

X, X,,..., X, -lor asili olmayan komiyyatlordir vo
EX, =p,,DX; =p,g,<0.25
Demoali Cebisev teoreminin sortlori 6donilir vo buna gors do

S_n_ p1+p2+"'pn:)?_E)? -0
n n n n



Teorem5(Cebisev teoremi).Tutaq ki, X;,X,,..., X, ,... tosadiifii kemiyyastlor ardicillig
clit-clit asil1 olmayandirlar vo DX, <C,C=cons,i>1.0nda X, ,n>1 ardicillig {i¢iin

boyiik adadlor ganunu 6danilir.
Isbati: Teoremin sorting gora

DXi SC,C :Cons’izl Vo DX1+ D>:]2 +"'Dxn <C

Cebisev barabarsizliyinin naticosindan istifads edoraok
DX,
i 12 e
né ne

Zn:xi—%zn:Exi <gr21- >1-—
i=1 i=1
oldugunu aliriq.Ehtimal vahiddon boyiik olmadigi iigiin

1——<P{ ZEX }

Axirinct barabarsizlikdo n— oo olduqda limito kegsok teoremin dogrulugunu alariq.

Bu teoremdom bilavasito asili olmayan eyni paylanmaya malik vo sonlu
dispersiyayar1 olan tosadiifi komiyyotlor ardicilligi tiglin boyiik ododlor ganununu
Odanildiyi alinir.

Teorem 6.Tutaq ki, X, X,,.,X eyni paylanmaya malik asili olmayan tosadiifii

komiyyatlordir voa DX, =o”,i=12,..,n.0Onda ixtiyari ¢ >0 {igiin

P{lixi—a

[ ey

<g}—>1,n—>oo

—ZEX _—na avo DX, =c%,i=12..n oldugu tigin Cebisev barabarsizliyino

-0

asasan yaza b119r1k.
1 "
D| =) X, DX.
- [h2x) Zox
Er < = =

RO E z

£ n’s®  ne
Axirinc1 boraborsizlik X,,n>1  ardicilligt iiglin boyiikk ododlor ganununun

Odonildiyini gostarir.
Qeyd 1.Moalumdur ki, orta kvadratik yigilmadan ehtimala goro yigilma alinir.
X,,n>1 ardicilliginin a adadino orta kvadratik monada yigilmasi ligiin EX, —a,DX, —0

sortlorinin 0donilmosi zoruri vo kafidir. X,,n>1 komiyyetlori asili olmadiglar1 iiglin

D[%Z Xij = izz DX, < %Cn = % —0.Demoli, teoremin dogrulugu i¢iin n—lzz DX; »0

i=1

sortinin 6donilmosi kafi sortdir.Bu sort iso 12 DX, >0 olduqda 6denilir.Dogrudan da,
i=1
Stols teoremino goro
Limizz DX; = Lim% ~ Lim =X —0
n’ 4 n’—(n-1) 2n-1




Zn:Dxi c
Qeyd 2.P{ Zx —a>g}<—E( Zx —aj =S

Cebisev teoreminin mahiiyyati vo tocriibodo ohomiyyati.

Bu teorem gostorir ki, ayri-ayri tosadiifii komiyystlor 6z riyazi gdzlomarindon
kifayot goadar foqli qiymatlor ala bilarlor.Ancaq cox sayda tosadiifii komiyyatlorin hesabi
ortas1t boyiik ehtimalla riyazi gizlomoyo yaxin olacaqdir.Basqa sozlo, ayri-ayri tosadiifii
komiyyotlorin gqiymatlorinin variasiyasi kifayot godor boyiik ola bilor, ancaq onlarin hesabi
ortasinin sopalonmaosi kicik olacaqdir.

Beloliklo, hor bir tosadiifii komiyyatin hanst miimkiin qiymotlori ala bilocoyini
gotiyyatlo sdylomok miimkiin olmasa da, onlarin hesabi ortasinin hansi qiymot alacaginin
ovvalcadon gormok olar.Demali, dispersiyalart miintozom mohdud olan ¢ox sayda asili
olmayan tosadiifi komiyyatlorin hesabi ortas1 6z tosadiifiliyini itirir.Bu onunla izah edilir
ki, hor bir komiyyetin 0z riyazi gozlomosindon konarlasmasi miisbat vo moanfi ola
bilar.Hesabi ortada isa bu kokonarlagmalar bir-birini silir.

Cebisev  teoremii  toasdif vo  zorurot  arasindaki  olagenin  parlaq
niimunasidir.Yuxarida qeyd edildiyi kimi, adoaton, har hansi fiziki kamiyastin asl qiymatini
toyin etmok li¢lin bir ne¢o dlgmolor aparilir vo tocriibi naticolorin hesabi ortast fiziki
komiyyatin asl qiymati kimi gabul edilir.Bu 6lgma iisiiliiniin hansi sortlor daxilinds dogru
olduguna Cebisev teoremi cavab verir.Dogrudan da, dlgmalarin naticalorina X, X,,..., X,

tosadiifii komiyyatlori kimi baxmaq olar.Bu komiyyatlor eyni riyazi gozlomoys malik asili
olmayan vo dispersiyalari miintozom mohdud oldugda onlara Cebisev teoremini totbiq
etmak olar:

Olgmolorin naticolari asili olmadiqda birinci tolob &donilir.Ikinci tolob &lgmolor
sistematik (birisaroli) xotaya malik olmadiqda odonilir.Bu halda, biitiin tosadiifi
komiyyatlorin riyazi gézlomasi dlgiilon kemiyyatin asl qiymetine berabordir.Ugiincii tolob
1s9 cthaz Olgmalorin miisyyan doaqiqliyini tomin etdikde odenilir. Ayri-ayr1 6lgmalorin
noticolarinin miixtalif olmasina bxmayaraq, onlarin sapalonmasi mohduddur.

Yuxarida gostorilon biitiin toloblor Odonildikds, tocriibonin noticolorine Cebisev
teoremini totbiq etmok olar:

Kifayat gadar boylik n-lar {igiin

X+ X, +..%,
n
barabarsizliyi vahido yaxin ehtimalla 6donilocokdir.Basqa sozle, dlgmalorin sayr geyri-
mohdud artdigda onlarin hesabi ortasinin dl¢iilon komiyyatin asl qiymatina kifayst qodor
yaxin olmasini yaqinlikls sdylomak olar.

Beloliklo, Cebisev teoremi 6l¢monin gostorilon {isulunun hansi sortlor daxilindo
tatbiq edilo bilacayini gdsterir.Ancaq, 6lgmalorin saymi artirmaqla kifayat qodor boyiik
daqiqlik alds etmak olmaz.Bels ki, cihazin 6zii 6lgiilon kamiyyatin asl qiymatini miioyyan
doqiqgliklo gostorir.Ona goro do hor bir 6lgmonin naticasi vo beloliklo, onlarin hesabi
ortasinin doqiqliyi cihazin doqiqgliyini asa bilmoz.

Boylik ododlor ganunu miixtolif sigorta ndvlorinin —insan hoyatinin, omlakin,
heyvan vo okin saholorinin sigortasinin asasini toskil edir.Omtos istehlakinin ¢esidinin

—aj<¢




planlagdirilmasinda onlara ohalinin talabati nozors alinir.Bu tolobatda iso bdyiik adadlor
qanunu Ozlinii gostorir.Statistikada genis suroatdo totbiq edilon secmo metodu da Cebisev
teoreming osaslanir.
Asili olmayan tosadiifi komiyyatlor ii¢lin boyiik ododlor qanunu A.A.Markov
torofindon isbat edilmisdir.
Teorem 7 (A.A. Markov teoremi) ©gor X,,n>1 ardicillig

DX, —0
sortini 6dayirss onda hamin ardicilliq igiin bdyiik adadlor ganunu ddanilir.
Isbati.Doorudanda Cebisev boraborsizliyino goro

<8)£ D)in

P(X, - EX, :

n

DX, — 0 oldugu ii¢iin buradan %Z X, — E(
i=1

S

X.J — 0 alinir.

i=1

Klassik teoremlarin iimumilasdirilmasi.

Miisahidslorin say1 geyri-mohdud artdigda gqiymotlondirmonin orta xotasinin sifra
yaxinlagsmast boyiik odadlor qanununun Odenilmasi iiglin kafi sortdir.Bu sort iso
miisahidolor asili olmadiqda vo onlarin dispersiyalart sonlu oldugda homiso
Odonilir.Beloliklo, miisahidolorin asili olmamasi vo onlarin dispersiyalarinin sonlu olmasi
bOyiik ododlor ganununun o6donilmosi tiglin kafi sortdir.Keyfiyyot olamotlorinin asil

olmayan miisahidolori aparildigda p,q; < %,i =1,2,..0ldugu tigiin dispersiyalarin sonlu olmasi

homiso ddonilir.Komiyyat olamatlorinin miisahidosinds iso boazi miisahidoalorin dispersiyasi
sonsuz ola bilor.Bu masalon, tosadiifi komiyyatin qiymotlor oblasti sonsuz interval oldugda
bas vera bilor.Bu halda boylik odolor ganununun pdonilmesi iigiin digor kafi gortlor
tapilmalidir.

Markov gostormisdir ki, boyiik adadlor ganununun 6donilmasi iliglin miisahidalorin

CEX,[ . E|X, [ momentlorinin sonlu

olmasi kifayotdir.Bu iso dispersiyalarin sonlu olmasi sortinin imumilogmosidir.

Xingin gostarmisdir ki, miisahidslor asili olmadiqda vo y1gim bircins olduqda, yani
miisahidolor eyni bir tosadiifi komiyyeotin qiymatlori oldugda hesabi orta {i¢lin boyiik
adadlar qanununun 6danilmasi liciin riyazi gézlomanin sonlu olmasi kifayastdir.

Boyiik adadlor ganunu sonlu dispersiyart olmayan, lakin eyni paylanmaya malik
asili olmayan va sonlu riyazi gézlomoyo malik tesadiifi kamiyyatlar {i¢iin do dogrudur.Bu
teoremi 1lk dofs rus riyaziyyatcisi A.Y.Xingin isbat etmisdir.

Teorem 8 (A.Y.Xin¢in teoremi).Tutaq ki, X,,n>1 tosadiifi komiyyatlori asili olmayan

l+e l+e

asili olmamas1 vo miioyyon bir £>0 iigilin E|X,

eyni paylanma funksiyasina va sonlu riyazi gozlomoys malik komiyyatlordir.Onda bu
ardicilliq tiglin boyiik adadler ganunu 6danilir, yoni Ve >0 liglin

1 n
P{HZXi—a

i=1

—<6}—)1,n—)oo



Qeyd 3.Xingin teoremi tosdiq edir ki, kiillii miqdarda tosadiifi komiyyatlorin ododi
ortasi vahido yaxin ehtimal ilo onlarin riyazi gézlomosino ¢ox yaxin olur.Basqa s6zlo, hor
bir komiyyot tosadiifi oldugu halda , onlarin ododi ortas1 demok olar ki, sabit gqalir.Bu
onunla izah edilir ki, hor bir komiyyatin 6z riyazi gézlomosindon meyli hom miisbat, hom
do monfi ola bilor, lakin onlarin ododi ortasinda bu meyllor bib-birini garsiligh yox
edir.Xing¢in teoreminin praktiki ohomiyystini asagidaki misalla izah edok.

Sistematik( birisaroli) xota buraxmadan va 6l¢ma sortlorini sabit saxlamagla , miioyyon
a komiyyatinin n sayda X, X,,.., X, giymatlori alinmisdir.Olgmonin xotalar1 asili deyil va
Olgmo sortlorinin sabitliyino osason eyni paylanma funksiyasina malikdir.Bu halda
X+ X, +..+ X,

n
qiymatlorinds a kamiyyatina olduqca yaxin olacaqdir.Buna gora do a komiyyatinin toqribi
qiymati olaraq X, odadi ortasini gobul etmok olar: X, ~a

A.Y .Xingin teoremino asason X, = ododi ortasi1 n-nin kifayst qodor boyiik

Morkazi limit teoremloari.
Boytk odadlor qanunu miioyyon sortlor daxilinda
- X+ X, +..+ X,
" n
odadi ortasinin ehtimala gora a = EX;riyazi gézlomasina y1gildigimi tasdiq edir.Ehtimal

nozariyyasi v riyazi statsistikada bu adoadi ortanin paylanma funksiyasinin toyini nozari vo
totbiqi ohomiyyat kosb edon miihiim mosalodir.Praktikada ododi ortanin paylanma
funksiyasini toqribi olaraq normal paylanma funksiyasi gobul edirlor.Bu ciir yaxinlasmanin
qanuni olmasi ehtimal nazoriyyasinin markozi limit teoremlori vasitasi ilo asaslandirilir.
Qeyd edok ki, hotta eyni bir paylanma funsiyasina malik asili olmayan tosadiifi
komiyyatlorin adadi ortasinin limit paylanmasi normal paylanma olmayada bilor.
Tabii olaraq bels bir sual ortaya ¢ixir: X,,n>1 komiyyatlori hansi sortlori 6dodikdo

P(S“ I; A < x] — N(x,01) =

n

10
—— |e 2dx 1

0P Iw (1)
miinasibati dogru olar?, burada cox vaxt A =EX,,B,=,DX, gobul edilir.Ehtimal

n’=n

nozoriyyasindo bu sual tamamilo dyronilib vo onun cavabi morkozi limit teoremi vasitosilo
verilir,

X,,n>1 ardicillig1 G¢iin (1) miinasiboti 6donildikdo deyirlor ki, bu ardicilliq iigiin
morkozi limit teoremi Odonilir.Beloliklo, morkozi limit teoremlori dedikds, miioyyon
tosadiifi komiyyatlor ardicilliginin normal tesadiifi komiyyoto yigilmasini hokm edon
teoremlor nozords tutulur.

Tutagki, n, tosadiifi komiyyati li¢lin elo A ,B, =0 sabitlori var ki,

P{U“B;A" =< x] - N(X,O,1)<:> P(?]n < X)— N(X!An’ Bn)—>0

n

miinasibati 6donilir.Bu halda deyirlor ki, 5, komiyyati (A,,B,)parametrli asimptotik
normal paylanmaya malikdir vo ya (A,,B,) parametrli normal koamiyyatdir. Bu diistur 7,



komiyyatinin paylanma funksiyasini n-in kifayat qodor boylik qiymatlori iigiin (A, ,B,)
parametrli normal paylanma funksiyasi ilo yaxinlasdirmaga imkan verir.

Teorem 9 (Cebisev).Tutaq ki, X,,n>1 asili olmayan vo eyni paylanma funksiyasina
malik komiyyatlordir vo DX/. Bu halda

s, —na 1 X
P ——|e 2dx
(2] Nerd|

miinasibati dogrudur.

Muavr-Laplasin inteqral teoremi.
Tutaq ki, n sayda Bernulli sinaginda miisbat naticonin bagvermi say1s,, har sinaqda

miisbat naticonin basverme chtimali isa p-dir.bu halda,

P( S\”/%p < x] 72z Te 2 dx (2)

Isbatr. s, =X, +X,+..+X, gotirok.Burada, X,X,,..,X
komiyyatlordir vo P(X; =1)= p,P(X, =0)=1-p=q;i=12,...,n

Bu halda a=EX,olacaqdir.Cebisev teoremini X,,n>1 ardicilligina totbiq etsok, (2)

miinasibatinin dogrulugunu alariq.
Teorem 11(Lyapunov). Tutaq ki, X, X,,..,X, sonlu iigtortibli morkozi momentlari

olan asili olmayan tosadiifii komiyyatlordir.Onda
3md +md 4.+ m’

2 2
\/01 +0,+.+0

. asili olmayan tosadiifi

—0,n—> o

N

n

olduqda istanilon —oo < x <o ligiin

anxi Zn:a

P| L ——=E—<x|>—|e 2dt
2.0
i=1
Burada, a =EX;,o? =DX,,m’ =E|X, —a[,i=12,..
mP+md 4.+ m?
o

Joi+cl+..+ 07
sortino Lyapunov sorti deyilir.
Natica 1. X;,X,,...,X, asili olmayan eyni paylanmaya malik vo sonlu tigtortibli
morkozi momentlori olan tosadiifii komiyyatlor oldugda istonilon —oo < x <o {i¢iin



> X, -na «

Pl =——<x —>—Ie 2dt,n > o0

Dogrudan da baxilan halda Lyapunov sortlori 6donilir:
a=EX;0?=DX;,m=E[X, -4 ;

3, 3 3
gmiemi+.m® Yam® m1
—— - =T 10
\/0'1 +o0, +..+0, \/nO' O'ng

X, X,,.., X, as1lt olmayan eyni paylanmaya malik tosadiifii komiyyatlor oldugda

Lyapunov teoreminin sortlori daha zoif sortlo ovoz edilo bilor.Bu halda {igtortibli
momentlorin varlig: sortini dispersiyalarin sonlu olmasi sartlari ilo avaz etmak olar.
Teorem 12.Tutaq ki, X, X,,...,X, asili olmayan eyni paylanmaya malik vo sonlu

o’ =DX;,i=12,..dispersiyalar1 olan tosadiifii kemiyyatlordir. Onda istonilon —oo <X <00
ugun

Zn:Xi—na

Pl =2 <x|—> e z dt n— oo
Pl
miinasibati dogrudur.
Z Xi —hNna X t2
PliE x|t J.e_?dt,n—)oo
on N2 *,

diisturu n-in boyiik qiymatlorinds asili olmayan eyni paylanmaya malik tosadiifii
komiyyatlorin comi ilo bagli olan miixtolif hadisolorin ehtimalini normal yaxinlagsma
vasitosilo hesablamaga imkan verir:

<Il

odn ~ odn odn

: > X -
P[szxistjz b=na cznat,

i=1

A5

2dt standart normal tosadiifii  komiyyeatin paylanma

Burada,  @(x \/_ je
funksiyasidir.

Normal yaxinlagsmadan istifadonin n-in hansi qiymatlorindo tovsiys edilmosi masolasi
ehtimalin hesablanmasinin tolob edilon daqiqliyindon asilidir.Adoton tocriibado n =10
oldugda normal yaxinlagsmadan istifado edilir.

Tosadiifi komiyyatlorin cominin paylanma funksiyasinin normal paylanmaya yigilmasi
sortlori tocriibodo adoton Gdonilir. Normal paylamaya tocriibado tez-tez rast golinmosi
bununla izah edilir. Masolon, tutaq ki, har hansi komiyyot 6l¢iiliir.Olgma prosesindo



paylanma funksiyast malum olmayan kiillii miqdarda nozors ¢arpmayan kicik tosadiifii
xotalarin mocmuyu soklindo meydana ¢ixan xataya yol verilir.Olgmo zamani buraxilan
sistematik xotan1 aradan qaldirmaq olar, lakin miixtolif soboblor iiziindon - 6lgmo
cthazindan, miihiitin temperaturu vo tozyiqindon, tocriiboginin psixi vo fiziki voziyyotinin
doyismosi noticosindo yol verilon xotalami iso aradan galdirmaq miimkiin deyildir.Bu
xotalarin hor birininin {imumi xotaya tosiri ¢ox kigikdir vo homin xotalarin mocmuyu
imumi xotan1 amolo gotirir. Morkozi limit teoremino asason , kiillii miqdarda asili olmayan
Xy, X,y X, tosadiifii komiyyatlorinin - s, = X, + X, +...+ X, comindo hor bir toplananin

imumi como gostordiyi tosir ciizi olarsa, onda bu comi toqribi olarag normal komiyyat
gobul etmok olar. Bunu aparilan miisahidolor do tosdiq edir. Bazi iqtisadi gostoricilor do
kiillii miqdarda tosadiifii toplananlarin comindon ibaratdir vo hor bir toplananin imumi
como gostordiyi tosir clizidir.Bu halda todqiq edilon gdstoricinin normal paylanmaya malik
oldugu qobul edilir.

Teorem 13(Borel).Tutaq ki, aparilan n sayda Bernulli smaginda “+” noticonin
basvermo say1 s,, h X, ar bir sinaqda “+” naticonin bagverma ehtimali iso p-dir. X, Onda

P[S—”—> p}=1
n

X, 1la k-c1 sinagda sinaqda “+” naticonin bagverma sayini isara edoak.
Solyy,.
n  no
EX, = p,DX, = pgoldugu ii¢iin teoremin isbat1 vahid ehtimalla yigilma kriteriyasindan
alinir.

n

BOLM39. SECMONIN 8D9Di XARAKTERISTIKA

Statistik paylanmalarin tadgiqinin asas masalalari

Bildiyimiz kimi,kimi tocriibi  verilonlorin islonilmoasindo  birinci  morhalo
paylanmanin variasiya sirasmnin qurulmasindan ibarstdir. Variasiya sirasmin cadval va
yaxud qrafik soklindo tesviri paylanmanin daha {imumi Bsi sociyyovi xiisusiyyatlori
haqqinda ilkin tasavviir yaratmaga imkan verir. Bu iso paylanmanin miisahids naticasinda
formalagsan ’’gizli”’ qanunauygunluqglarinin askar edilmesinds arilmis ilkin addimdir.
Bununla yanas1 yigimlarin statistik tohlilins olamotin miisahido edilon qiymsatlorinin
sadaca olaraq nizamlanmasi ila kifayatlonmsik onmas. Paylanma siralari vo onlarin miivafiq
tosvirlari biitiin ilkin molumatlart 6ziinds oks etdirdiklorine gore kifayat qodor miirokkab
olurlar. Ona gora do paylanmanin statistik tosvirinin daha rasional {isulu onun miihiim
xtisusiyyatlorini 0ziinde oks etdiron ododi xarakteristikalarinin hesablanmasidir. Bu
xarakteristikalar obyektiv bir gostorici kimi yigimin real xiisusiyyotlorini 6ziindo oks
etdirmoali vo verilmis paylanma haqqinda biitiin miimkiin molumatlarin nozors alinmasina
osaslanmalidir.

Statistik paylanmanin asas xiisusiyyatlorinin adodi xarakteristikalar vasitasilo ifado
edilmosi, baxilan yigima xas olan qanunauygunluqlarin daha deorindon vo hartorafli



Oyranilmasine tominat yaradir.

Montiqi cohotdon hor seydon ovval bu xarakteristikalarin hansi xiisusiyyotlori oks
etdirmosinin zoruriliyi ilo tanis olag. Bunun iiglin sokil 1-do gostorilon A vo B
paylanmalarina baxaq:

Y

0 X

Sokil 1. Miixtalif ortalara vo dispersiyalara malik paylanmalar.

Bu paylanmalarin ododi xarakteristikalar vasitosilo ifado edilo bilon miihiim
xiisusiyyatlori il tanis olaq:

1. Sokildon goriindilyli kimi hor iki paylanmada yigimin elementlori olamatin
miioyyan morkozi qiymati atrafinda yerlogmislor. Bu ciir hal biitiin statistik paylanmalara
xasdir. Ona gora do statistik paylanmalarin tadqiqinds garsiya ¢ixan birinci masala onlarin
markazi qiymatinin, yani orta saviyyasinin miayyan edilmasindan ibarstdir. Bu moagsadle
paylanmanin yerlogsma xarakteristikalar1 (moarkozi meyl xarakteristikalar1) hesablanilir.

2. Paylanmalar morkozi qiymatlorlo yanasi alamatin qiymatlorinin onun otrafinda
sopalonmasinoe gora do forglonirlor.

Beloliklo, paylanma siralarinin todqiqindo ikinci mosalo olamotin  sopsalonma
xarakteristikalarinin axtarilmasindan ibaratdir.

3. Miixtalif formali paylanma oyrilorinin tadqiqi gostorir ki, onlar simmetriklik
cohotdon forglonirlor. Bununla olagadar olaraq iiglincii miithiim masslo paylanmalarin
asimmetriya doracasini miioayyan etmokdan ibaratdir.

4. Miixtolif paylanma oyrilorinin normal oyri ilo miigayisosi gostorir ki, bozi
paylanma oyrilori normal oyriys nisbaton absis oxu boyunca ’sixilmig’’, digorlori iso
’dartilmig’ olurlar. Ona gora do paylanma ayrilorinin normal ayriys nisbaton yerlogsma
vaziyyatinin dyronilmasi do miithiim shomiyyat kasb edir.

Tasadiifii secimin adadi xarakteristikalart.

Umumi sokildo paylanma siralarinin  statistik tosviri yerlosmo vo sopalonma
xarakteristikalarinin hesablanmasindan, paylanmanin asimmetriya dorocosini miisyyon
etmakdan ibaratdir.

Yuxarida deyilonlori nozors alaraq paylanma siralarmin statistik xarakteristikalari
ilo tanis olaq.

Tutaq ki, x,,%,,...,X
tosadiifi se¢cimdir.

paylanma funksiyasi F(x) olan bas yigimdan hacmi n olan

n

LAY

Torif . Tosadiifi se¢imi toskil edon x,,X,,...,x, qiymatlorini uygun olaraq %

ehtimallar ilo alan diskret tosadiifii komiyyaotin adadi xarakteristikalarina se¢cmanin adodi



xarakteristikalar1 deyilir.
Ododi xarakteristikalar1 li¢c qrupa — yerlosma, sopalonmo vo empirik paylanmanin
normal paylanmaya nozoron voziyyatini miioyyon edon ododi xarakteristikalara boltirlor.

Yerlasma xarakteristikalart

Secma orta. Ustlii orta vo onun xassalari.

Torif 2. Se¢imin yerlogsmo xarakteristikasi elo sabito deyilir ki, se¢gmonin biitiin
elementlori bu sabit otrafinda qruplasmis olsun.

Riyazi gozlomo, moda vo median on c¢ox istifado edilon yerlosmo
xarakteristikalaridir.

Torif 1.-don istifado edorok se¢cmonin bu Xarakteristikalarinin hesablanmasi ii¢iin
uygun diisturlar1 verak.

Ehtimal nozoriyyssindon molumdur ki, x;,X,,...,x, qiymatlorini uygun olaraq

EEIRANY

p, =P{X =x}, i=1,n ehtimallari il alan X diskret tasadiifii komiyyatinin riyazi gdzlomosi

n

MX :Zn:xiP{X :xi}:in P,

i=1
diisturu 1lo hesablanir.
Burada, nozors alsaq ki, ixtiyari i=1,n iiglin ~ p, =P{X =x, }= 1
n

onda MX :%Zn:xi oldugunu alariq.

i=1

Axiriner diisturun sag torafindoki ifade segma orta adlanir vo x ilo isaro edilir.
Beloliklo, x= =3 x,
N5

Tutaq ki, tosadiifii se¢cimin x;, X, ...,X, elementlori igorisindo k (k<n) sayda

miixtolif olan z1,Z,,..., zx elementlori vardir.Onda p, =P{X = zi}:&, i=Lk Vo
n
- 1 &
x==>"zn, oldugunu alariq.
N4
_ n _ K
X :Ein diisturuna segmo ortanin sado, x=122ini diisturuna 1so ¢okili diisturu
i=1 i=1
deyilir.

Tocriibada se¢imin biitiin elementlori miixtalif vo yaxud eyni tezliklora malik
olduqgda sados, oks halda iso ¢okili diisturdan istifads etmok mogsadouygundur.

Qruplasdirilmis se¢moalor {iglin riyazi gdzlomani ¢okili diistur ilo hesablamag olar.
Belo ki, burada z; i —ci qruplasdirma intervalinin orta ndqtasi, n; iSa segmanin intervalda
yerloson elementlorinin say1, yani intervalin tezliyidir.

Teorem 1. Sec¢imin elementlorinin segmo ortadan Kkonarlagsmalar1 comi sifira

borabardir.Yoni, 3 (z, —x)n, =0

Isbati. Dogrudan da



k

>z, - x)n, :Zk:zi n, —?(_Zk:ni

i=1

k k _
> n, =n oldugunu nazars alsag, > (z; —x)n; =0 oldugunu alariq.
i=1

i=1

Ehtimal noazoriyyasindon molumdur ki,  x;,x,,...,x, giymatlorini uygun olaraq
p, =P{X =x}, i=1n ehtimallari ilo alan diskret tasadiifi komiyyatin handasi vo harmonik
ortalar1 uygun olaraq

Zn:p,lnxi n -1
G(X)=e7 ] H(x){Zipij

i1 X
diisturlari ilo hesablanilir. Ixtiyari i =1,n {igiin p, = 1 oldugunu nazoars alsaq
n

n . n
_ InxP _ P _
—iIZle =ITX" =X %,..X,

i=1

n

Zpi Inx; i:lnxipi
G(X)=e™ =g

V3

n

H(X)=(i%pi)l=il

i1 X
oldugunu alariq. Demoli, tosadiifii se¢imin hondasi ortasi
=0/X, - Xy X,

harmonik ortasi iso

H=_1"

n

2%

i=1
diisturunun komayi ilo hesablanir.

Uygun ¢okili diistu lar G(x)=4/z)*z5>..z0 Vo H=—

soklinda olar.
Ustlii ortanin {imumi sokli asagidaki kimidir:

n n
k
XX k_ink
X = i=1 _ i=1
n n

k qiivvatinin dayisilmasils, x se¢gma ortasinin miixtalif névlarini almaq olar:
k=-1 oldugda harmonik orta alinir:

Aydindir ki, k=0 oldugda handasi orta aklnir:



X hon=8/%, X, ... X, =8/ |
k=1 oldugda hesabi1 orta kamiyyat alinir.

— 13
Xhes :—in
Nz

k=2 oldugda iss kvadratik orta komiyyat alinir.

_ /1 n
X = Hle.z

Aydindir ki, eyni bir se¢gmo {li¢iin hesablanmis miixtalif orta kemiyyatlor do miixtalif
olacaqdir. k qiivvati artdiqca uygun orta komiyyat artir:

. X har< X hon< X hes< X kv

Ustlii ortalarin bu xassasi majorantliq xassosi adlanir. Bu miinasibati birinci dofa
A.Y. Boyarski isbat etmisdir.

Orta komiyyatin bu vo ya digor ndviiniin secilmosi todqigatlarin mogsodindon, ilkin
molumatlarin  xarakterindon vo orta komiyyoati hesablanan gostoricinin iqtisadi
mahiyyatindon asilidir. Olamatin doyison qiymatlor yigimimi hor hanst bir adadle
xarakterizo etmok zorurati yarandigda olamotin paylanmada orta qiymati gostaricisindon
istifado edilir. Bu zaman olamatin doyison qiymati onlarin se¢gms ortast ilo avoz edilir. Bu
1S9 0 zaman miimkiin olar ki, aparilan omoliyyat Oyronilon olamoto goro yigimin asas
xassasini doyismasin.

Tosadiifi secimin modasi. Modanin hesablanmasl {igiin xotti interpolyasiya
diisturu.

Torif 3. Tosadiifii segimin an boyiik tezliya malik olan elementina segmonin modasi
deyilir.

Qruplasdirilmamis segmolor iicliin modan1 toyin etmoak iiciin he¢ bir hesablama
aparmaq lazim galmir. Belo Ki, torifo asason paylanma sirasinda an boyiik tezliys uygun
olan element moda olacaqdir.

Qruplasdirilmis se¢molor tiglin d = X, + p— =M

2n, —n, —n,
Xatti interpolyasiya diisturunun komayi ilo toyin edilir.

Burada X, -modal intervalin baslangic noqtesi, b- onun uzunlugu, n,- modal

intervalin, n;- modal intervaldan avvalki, n3-i39 modal intervaldan sonra golon intervalin

tezliyidir.

Tasadiifi secimin mediant va kvartili. Median va kvartilin

hesablanmasl iiciin xatti interpolyasiya diisturlari.
Torif 4. Segmonin variasiya sirasini har birinda toxminan eyni sayda element olan
iki barabor hissoys ayiran elements se¢cimin mediansi deyilir.
Qruplasdirilmamis se¢gmolor {i¢iin bilavasito torifo asason median se¢imin hacmi n

tok odad (n=2I+1) oldugda h=x"" | ciit odod (n=2I) oldugda isa h:%(x")+x('*l)) kimi

hesablanir.
Qruplasdirilmis se¢molor tiglin mediani asagidaki iki toqribi iisulla hesablamagq olar.



1) Se¢cmonin elementi olaraq qruplasdirma intervalinin orta noqtasi gotiiriiliir vo
median segmoanin hacminin tokliyi va ciitlitylindon asili olaraq yuxarida gostarilon miivafiq
diisturlar vasitasilo hesablanilir.

E -3 m-1
2) h=X,+b 2

m

Burada Xy median intervalin baslangic noqtasi, ny-onun tezliyi, S, iso median
intervaldan avvalki intervallarin tezliklori comidir.

Aydindir ki, birmodali simmetrik paylanmalar ii¢iin hesabi orta, moda vo median
bir-birino  borabordir. Bunu asimmetrik paylanmalar ii¢lin demok olmaz. K.Pirson
paylanma oyrilorinin  miixtolif ndvlorinin  hamarlagdirilmast  asasinda  yerlogsmo

xarakteristikalar1 arasinda asagidaki toqribi boarabarliyin dogru oldugunu gostormisdir:
1

hetd s Zxne
3 3

Hesabi orta vo medianin tayini nisbaton asan olduguna goéra axirinci barabarlikdon

modanin hesablanmasi {i¢iin

d = Xnes —3(Xnes. —h)
voya

d = Xnes. +3(h— Xnes.)
togribi diisturlarini alariq.

Riyazi statistikada slamatin variasiyasini 6l¢gmoak tigiin dispersiya vo orta kvadratik
konarlasma ilo yanasi kvantil gostoricisindon do istifado edilir. Bu gdstorici median
anlayisini bir gador genislondirmoklo qurulur.

Yuxarida geyd edildiyi kimi, median variasiya sirasini iki barabar hissays ayirir.
Almmus hissalari yenidan iki barabar hissays ayirmaqla, alamatin elo giymatlarini tapmag
olar ki, onlar variasiya sirasini dord barabar hissays ayirsin vo s. Olamatin variasiya
sirasini eyni sayda variantlardan ibarat olan hissalora ayiran qiymoatlorina  kvantil va
yaxud gradiyent deyilir. Kvartil, desil, sentil kvantilin xiisusi hallaridir.

Olamotin variasiya sirasinin dord boarabar hissays ayiran qiymsotlorina Kkvartil
deyilir. Desil va sentil uygun olaraq alamatin variasiya sirasini on va yiiz barabar hissalara
ayiran qiymatlorina deyilir.

Olamatin variasiya sirasim dord barabar hissalors ayiran giymatlorini Q , Q, va Q,
ilo isaro edok.

Aydindir ki, slamatin giymatlorinin % hissasi birinci Q; kvartilindan solda, %
hissosi iso ondan sag torofdo yerlosir. Ikinci Q, kvartili variasiya sirasmi iki borabor
hissays ayirdigina géro 0 median ilo iist-iisto diisiir.

Variantlarin % hissasi Q;-dan solda, % hissasi Q; vo Q, arasinda, % hissasi Q, vo

Qs arasinda, % hissasi iso Q3 —dan sagda yerlosir.

Qruplasdirilmis se¢molor tiglin olamatin kvartil giymatlorini miioyyon etdikdo
h n
Ql = XQ1 + an (Z_ Ser)



h 3
Qa = XQ +_(_n SQ3 1)
an
interpolyasiya diisturlarindan istifads edilir.

Burada, X, Vo X, uygun olaraq Q; vo Qs kvartillorini 6z daxilinds saxlayan
intervallarmn sol uclaridir; ny Vo n, kvartil intervallarin tezlikloridir; n- segmonin hacmi, h

iso gruplagdirma intervallarinin uzunlugudur;S, , Vo S, Kvartil intervaldan ovvalki
intervallarin tezliklori comidir (y1g8ilmus tezlik).

Secma ortanin xassalari.Orta qiymat haqqinda teorem.
Tutaq ki, X va it bas yigimlari arasinda i =a X+b Xatti asililig1 vardir (burada a vo b
ixtiyari sabitlordir).
Teorem 2. y=ax+b oldugda y =ax+b olar.

Isbati. X vo y bas y1§imlar1 arasinda y=ax+b Xotti asil1ilig1 oldu
Torifo esasen

3_/:—21yJ ——Z(az +b)n; =a-— Z in; + b%gnj

-1 1& <
Xx==>"z;,n; Vo =) n; =1 oldugunu nazars alsaqg,
n

j=1 j=1
y=a6+b oldugunu alariq.
Xasso 1. Se¢monin elementlorini eyni bir b komiyyati qodor artirsaq (azaltsaq),
hesabi orta da b godor artar (azalar).

Xasso 2. Se¢monin elementlorini a dofs artirsaq (azaltsaq) hesabi orta da a dofo
artar (azalar).

1 vo 2 xassalorinag hesabi ortanin monotonluq xassasi deyilir.
XD =min(X,, Xy, X000y X, ) VO X = max(X,, X, , X000, X,,)
isara edok. Aydindir ki,
x® <x < x™
olar. Yani hesabi orta daxili ortadir.
Hesabi orta assosiativlik xassasini do 6dayir.

Xassa 3. Se¢monin elementlorinin bir hissosini onlarin xiisusi ortasi ilo ovoz etsok
hesabi ortas1 doyismoz.

Xassa 4. Hesabi ortadan kigik olan elementlorin hesabi ortadan konarlasmalar1 comi,
hesabi ortanin ondan boylik elementlordon konarlagmalari comina barabardir.

Xasso 5. Se¢monin elementlorinin tezliklorini d dofo artirsaq (azaltsaq) hesabi orta
doyismoz.

Tutaq ki, | grup elementlor coxlugu vardir. i-ci (i =1,1) grupun elementlori sayimn n;,
secmo ortasmi iso x; ilo isaro edok. Bu gruplan birlosdirdikde alinan yeni yigimin segmo
ortasin1 x ilo isara edok. x;-lora (i=1,1) grup ortalari, x -2 isa timumi orta deyilir.

Teorem 3 (orta giymot hagginda). Umumi orta grup ortalarinin hesabr ¢okili ortasina
borabordir. Yani



- 1=
x:ﬁgxini
Isbat1. Tutaq ki, qruplar asagidaki sokildadir.
1-ci qrup - Xyps Xy seees Xyp,
o-Ci qrup — Xo10 Xgp1eens Xop,

I-ci qrup - STERSPERIIR ™

_ 1 & .
onda x_—z Y, X :FZX”, i=1,2,...,1 olar.

i=1  j=1 ij=1

n;

(ZX.,)— Zn( Z X;) == an olar.

|Jl

- 1d
X=—
i=1

e

Demoli, >_<:12xini
N3

Sapalanma xarakteristikalar
Torif 5. Se¢monin elementlorinin onun har hansi yerlosmo xarakteristikasi otrafinda
no doracado six sopalonmosinin Olglisiinii  gostoran sabit ododo onun sopalonma
xarakteristikas1 deyirlar.
Asagida baxacagimiz variasiya genisliyi, orta Xatti meyl, dispersiya, orta kvadratik
meyl, variasiya omsali segmanin sopalonma xarakteristikalaridir.
Torif 6. Se¢monin an boyiik elementi ilo an kigik elementi arasindaki farge segmonin
variasiya genisliyi deyilir.
Variasiya genisliyini R ila isars etsok,
R=xM_x@
oldugunu yaza bilorik. Belslikls, variasiya genisliyi se¢cmonin elementlarinin bir — birindon
toraddiidlorinin an yiiksok hoddini gostorir.
Indi iso segmonin orta xatti meylinin vo dispersiyasinin hesablanmasi iigiin uygun
diisturlar1 verok. Ehtimal nazariyyasindon malumdur ki, X;, X,, ...,x, qiymatlorini uygun
olaraq pi=P(X=x;), i =1,n ehtimallar1 ilo alan diskret tosadiifi kamiyyatin orta xotti meyli

Vo dispersiyasi uygun olaragq.
A= Ix-xIp,
i=1

V3
o’ =Z (Xi _)_()2 P

diisturlar ilo hesablanir. Segmo ti¢iin p, = l, i =1,n oldugunu nozors alsaq, segmoanin orta
n

xatti meyli va dispersiyasi li¢lin uygun olaraq



E=13x x|
[ Ry

o :lz (X _)_()2
NI

diisturlarini alariq. Se¢monin elementlori miixtalif tezlikloro malik oldugda orta Xxatti
meylin ¢okili diisturu

18, -
E==>z,-x
N

dispersiyasinin ¢okili diisturu iso
k _

o’ :EZ (z; —x)°n,

N
soklindo yazilar.
Torif 7. o =+/o°
adadina se¢monin orta kvadratik meyli
v=2.100%
X

odadino iso onun variasiya omsali deyilir.

Torifo goro, variasiya omsali orta kvadratik meylin riyazi gozlomoys faizlo
nisbatidir. Basqa sdzlo, v kamiyyeti 6-nin x -in ne¢oa faizi oldugunu gostarir.

Orta xotti vo orta kvadratik meyl hadisalorin tobii xiisusiyyatlorina uygun olgii
vahidlari ilo ifado olunduglarma gora, onlar miixtalif komiyyatlorin orta toraddiid
daracalarini bir-biri ilo miigayisa etmoys imkan vermir. Variasiya omsali miixtalif 6lgi
vahidloari ils ifads olunan bir ne¢o kamiyyatin orta toraddiid daracalorini miiqayise etmoya
imkan verir.

Hor hansi y1igimda miixtolif amillorin vo yaxud bir amilin miixtalif ortaya malik bir
ne¢o yigimlarda toroddiid dorocolorini miiqayiso etmok {iglin nisbi variasiya
gostaricilorindon istifado edilir. Bu gostoricilor miitloq variasiya gostaricilorinin orta
komiyyata (Vo yaxud mediana) nisbati kimi hesablanir. Miitloq gostarici olarag, variasiya
genisliyini, orta kvadratik konarlagsmani va kvartil kenarlasman1 gotiirmokloa nisbi variasiya
gostaricilorini miiayyan etmok olar.

Osilyasiya amsali

K, = 2.100%
X
Nisbi xotti konarlagsma
K. = £ .100%
X
Variasiya omsali
v =Z.100%
X
Kvartil variasiyasi
Ko -2 .100% voya Ko =% 1000
h 2Q,

Praktikada on ¢ox istifado edilon variasiya omsalidir. Bu gostoricidon miixtalif



olamotlorin variasiyasin1 miiqayiso etmoklo yanasi, yigimin bircinsliyini miiayyan etmok
ticlin do istifads edilir. Belo ki, normal paylanmaya vo yaxud ona yaxin olan paylanmaya
malik yigimlarda variasiya genisliyi 33% -1 asmadiqda onlar bircinsli hesab edilir.
Qeyd etmok lazimdir ki, bazi hallarda dispersiyani
2
o?= 1 Zk: z2n, — X
Nz
diisturunun kémayi ilo hesablamagq slverisli olur.
Dogrudan da, torifs asasan

2 1 K N2 1 K 2 1 K
ol == (z; =X ==z, N =2-=>7,-n +
N [ ) N

-2 1 k
+X =)0,
[ oy
1 - 1&
=X z;om=x Vo =>'n=n
N+ [ oy

oldugunu nazars alsaq, diisturun dogrulugu alinar.

Dispersiyanin xassalori.

Teorem 4. Tutaq ki, X vo y bas yigimlar1 arasinda y=aX+b xotti asililig1 vardir.
Onda

ol=a’ ‘o

olar.

Isbati: y=aX+b olduguna géro

yi=a zi+b, i =1k olar.
Teorem (2.2) -y2 2sason y =ax+b
Onda,

1% - 1% -
== —y)’n, == ) (az; +b—ax-b)’n =
o niE_l(y. y)n, n§1< i ),

1 - ’
=a’-=>(z, -x)’n =a’c,
n =

Belalikla, ay2 =a’c’x

Teorem 4-don asagidaki naticalora golmak olar.

Noatico 1. Se¢monin biitiin elementlorini eyni komiyyot qador artirsaq vo yaxud
azaltsaq dispersiya doyismoz. Yoni 64= 6%a.

Natica 2. Se¢moanin biitiin elementlorini k dofs artirsaq (azaltsaq) dispersiya k? dofa

artar (azalar). Yoni
oy =k’c? vo ol==0!
K

Notico 3. Elementlorin tezliklorini k dofs artirsaq (azaltsaq) dispersiya doyismoz.
Dogrudan da,



1
L Xxmwin, 20T
. n.
an ZEI

1 !
:gZ(Xi -X)n, _ 2 (x=%)°n,
3Z”i 2N

Natica 4 (Dispersiyanin minimalliq xassasi):

S = (x —a)’ comi dziiniin on kicik qiymotini a= x oldugda alpir.
i=1

Yani,

méin S= Z(Xi - X)?
d

—2 =-2>(x—a)n =0. Buradan > (x-a)n =0 oldugunu aliriq.

Dogrudan da, ]

Axirinci toanlikdon

a=“~<— =X oldugunu tapiriq.

D o%n,
20,

Alternativ alamatin dispersiyasi

Statistik tohlildo tez - tez alternativ slamotin dispersiyasina tosadiif edilir. Statistika
olamatin variasiyasin1 dyronmoklo yanasi olamoto malik olan vo ya olmayan vahidlorin
hissosini do dyranir.

Tutaq ki, hacmi n olan segmado m sayda element alamoto malikdir, galan n-m sayda

element iso olamoto malik deyildir. Onda slamoto malik olanlarin hissasi p :%, malik

olmayanlarinki 1s9 q = % olar. Aydindir ki, p+q=1.

Alternativ olamotin variasiyasinin komiyyot Sl¢iisiinii miioyyon etmok {iciin sorti
olaraq olamatin varhigimi 1”7 ils, yoxlugunu iss *’0”" ilo isare edok. Onda alternativ
olamatin paylanma sirasini agagidaki kimi tasvir etmak olar.

X | 0 | 1
nolooa |

Alternativ olamatin orta qiymati

)_(:O-q+1-p:
P+q
olar. Dispersiya 159
0-p)>-q+@1-p)*- ‘q+q°
52 0=-p)"-q+@-p)"-p_ pq 4P _ ha(p+q) = pg

ag+p p+q
olar. Alternativ alamotin orta kvadratik konarlagmasi iso

o =pq



olar. Eyni zamanda aydindir ki, pq hasili 6zliniin maksimum qiymatini p=gq= %2 olduqda
alir. Ona goro do alternativ olamatin dispersiyasinin maksimal qiymati 0,25 olar.

Dispersiyalarin toplanmas: ganunu

Bir ¢ox hallarda tocriibada bir nego grupun birlosmasindon alinan yigimi vo tarsine
bas yigimin ayri-ayr1 qruplara boliinmasindon alinan yigimlar: 6yronmok lazim galir. Eyni
zamanda bas yigimin vo onu toskil edon qruplarin xarakteristikalari arasindaki olagani
miioyyon etmok lazim golir. Biz riyazi gozlomolor arasindaki olagonin orta giymat
haqqinda teorem vasitasila verildiyini isbat etdik. Indi iso dispersiyalar arasindaki alagoni
verak. Bu slags dispersiyalarin toplanmasi qanunu ilo verilir.

Tutaq ki, bir grup elementlor ¢coxlugu verilmisdir:

Xy1s Xygreees Xap s Xo10 Xggrees Xon eees Xig Xi0000 X, - 1=C1 qrupdaki elementlorin sayini n,, i-Ci qrupun

riyazi gdzlomosini x; Vo dispersiyasini o? ilo isaro edok. i = 1,2,...,I oldugda xi-loro grup

ortalari, o?-lara iso qrupdaxili dispersiyalar deyilir. Bu qruplara bir bas yigim kimi
! - - - . . . - - - -

baxsag, onun hacmi n=>%'n, olar. x ilo bag yigimn riyazi gézlomasini, o” ilo iso
i=1

dispersiyasini isara edok

o IEZ(Xi —x)% -1,
n=+

ifadasine gruplararasi dispersiya deyilir.

ifadasi iso orta qrupdaxili dispersiya adlanir.

Teorem 6. Umumi dispersiya orta qrupdaxili dispersiya ilo qruplararasi
dispersiyanin comina barabordir.

Yoni

2 2 2
O':O'+O'}

Isbati: Dogrudan da

IO < L, I -
o’ :EZ Z (Xij _X)2 :HZ Z (Xij —Xi+
i=1 =1 i=1  j=L
- -y 1d n; - 1 n; o
+Xi = X) :EZ D =X H2- =) Y (% = Xi)(Xi —X) +
=1 j= =l j=1
1 | noo_ -,
+HZ Z(Xi —X)
i=1  j=1
Teorem 1 —o asasan

| n; |

> Y (6 - Xk -0 = Y G- (4 —x) =0

i=1  j=1 i=1

Digar torafdon

V3



1 I ni (X _)_(i)z :l I ni(i ni (X _)_(i)z):
) j=1 na= n j=1
:%ilzlo'iz'ni

Belolikls, o2 =2 + o2 oldugunu alariq.

Riyazi gozloma Vva dispersiyanin hesablanmast iiciin sarti sifir

(moment) iisulu
Riyazi gozloma va dispersiyanin diisturlarindan aydin goriiniir ki, onlar1 hesablamaq
cox zohmot talob edir. Ona goro do bu xarakteristikalari hesablamaq ti¢lin sorti sifir
tisulundan istifads edilir. Bu {isul onlarin malum xassalarina asaslanir.
Tutaq ki, X bas yigimindan hacmi n olan x,, X,,...,x_ segmasi gotiiriilmiisdiir vo bu

se¢monin paylanma sirasi

Z; Zq Zo Zy
N; Ny N, Nk

soklindadir.
Ui=zi-C, i =1k ovozlomosini aparaq. Burada c ixtiyari sabitdir. Ovazloma noticasinda
alinmis u,, U,,...,u, adadlorina
U= X-C
bas yigimindan segma kimi baxmaq olar. Onda teorem 2.2-ya asason
U=Xx—C Vo  X=U+C,
teorem 4.-5 9sasan isa
olar.

2 2
Gu_ax

1,

Qruplasdirilmis  se¢molordo uygun disturlart almaq {igiin uF%(zi—c), [

ovozlomesi aparmaq lazimdir. Burada, b- gruplasdirma intervalinin uzunlugu, z-iso
gruplasdirma intervalinin orta noqtasidir. Bu halda riyazi gézloms

G=bu+c
dispersiya iso

ol =b’c?

diisturu ilo hesablanir. Bu diisturlar: agiq sokilds asagidaki kimi yazmag olar.
— k —
x:%(; Zib Cni)-b+c

Vo

b
Qeyd etmok lazamdir ki, tocriibads adoton C olarag, ya segmanin modasi, ya da ki,

2_1_ ‘ Zi_az. h2 _(y_ a)2
a-n(;( ) -n;)-b?—(x-a)



riyazi gozlomoayos yaxin odod gotirilir. Belo ki, C-nin segilmasi konkret mosalodon
asilidir.

Tasadiifi secimin momenti.Markazi va baslangic momentlar.
Tutaq ki, X bas yigimindan hacmi n olan Xy, X,, ...,X, segmoasi almmisdir va onun
paylanma sirasi

Zi | 21| 2o Zy
N [Ny Ny Nk
soklindadir. ¢ > 0 va s natural adaddir.

Torif 1. as(c):Zn:(xi —¢)* oadadina segmoanin ¢ odadino gora s- tortibli momenti
i=1

deyilir.
Se¢monin elementlori miixtalif tezlikloro malik oldugda s- tortibli moment {igiin
cokili diistur

1 k
a, (€)== (z; -c)°n,
)
soklindos olar.
Torif 2. ¢=0 oldugda as(c)zzn:(xi—c)s momentina baslangic moment, c=x
i=1
oldugda isa markazi moment deyilir.

b, = lz x> (sados diistur)
NI

k
b, :%z 25.n, (¢okili diistur
i=1
Morkozi moment tiglin uygun diisturlar asagidaki kimi olar.
m, = %Zn:(xi —x)* (sado diistur)
i=1
K _
Vo m, = %Z(zi _X)°n (cokili diistur)
i=1

Baslangic vo morkazi momentlor arasinda olago diisturlar1 asagidaki teoremin
komoyi ilo verilir.
Teorem 7.

ms = icg (_bl)Fi bi J
i=0

Isbat1. Dogrudan da istonilon o vo B adodleri iigiin yaza bilorik:
K Kk

Y@= n =Yl -p+(f-a)] =

=2 =B (B-a))n =

= chj (,B_a)s_j (Z(Zi _ﬂ)j n;)

Bu diistur, o adadino gora s- tortibli momenti,  adadine gora s-don kigik tortibli
momentlorlo ifado etmoya mkan verir.



Axirincr diisturda ovvalco a=x, B =0 gobul etsok

m, = chi (-b,)*'b, ,sonraiso =0, B=x gobul etsok diisturunu alariq.
i=0

Xiisusi halda asagidaxsr baraborliklor dogrudur:

mo =b2-b12 b2:b12+m2
(m3 =2b12-3b1b2+b3 b3 =b13+3b1m +M3
my =3b14+6b12 bz- b4=b14+6b12m2+4b1m3+m4
4b,bs+by

Empirik paylanmanin tadqiqi. Asimmetriya va ekses amsallari.

Ogor baxilan empirik paylanmanin nazari formas: melumdursa, mar kozi meyl vo
Sopalonmo xarakteristikalari paylanmanin osasli xarakteristikalaridir. Belaliklo, bu halda
birtartibli va ikitartibli momentlari bilmak kifayatdir. Bela ki, agar tadgiq edilon hadisa
Kifayat godor yaxsi dyranilibss vo onun normal paylanmaya malik oldugu moalumdursa,
onda bu paylanma birinci iki markazi momentls bir gqiymotli miioyyan edilir.

Ogor dyranilon hadisa Puasson ganununa tabedirsa, onda paylanma bir momentlo
(birtortibli baslangic va ya ikitartibli markazi) tamamils miiayyan edilir.

Ancaq oksor hallarda paylanmanin nozari formast molum olmur. Ona goéra do
empirik paylanmaya asason nozari paylanmanin boazi Xxassalorinin yranilmasi masalasi
yaranir.

Empirik paylanmanin grafikini (poligon va ya histogram) qurmaqla nazari paylanma
qanunu haqqinda toxmini teSavviir yaratmaq olar. Empirik paylanma iso bas yigimdan
gotlriilmiis segmoya asason qurulur. Ona gora do empirik molumatlar miiayyan doaracada
giymati moalum olmayan tosadiifi xotalarla baghdir. Bu tesadiiflorin tosiri alamatin
doyismasinin asas ganunauygunlugunun dork edilmasini gatinlosdirir. Se¢monin hacmi
artdigca poliqon hamarlasir vo salis ayriya ¢evrilir. Alinmuis ayriya paylanma ayrisi deyilir.

Paylanma oyrisi bas yigimin paylanmasini (nozori paylanma) xarakterizo edir.
Paylanmanin formasinin tadqiqi asagidaki tic masalonin hallini nazards tutur:

1) Paylanmanin iimumi xarakterinin aydinlasdirilmasi;

2) Empirik paylanmanin hamarlandirilmasi, yoni verilmis formaya malik f(x)
oyrisinin qurulmast;

3) Tapilmis nazari paylanmanin empirik paylanmaya uygunlugunun yoxlanilmasi.

Statistik todqiqatda miixtalif ndv paylanmalara tosadiif edilir. Bircins yigimlar bir
gayda olaraq birtopali paylanmalara malik olurlar. Coxtopalilik yigimin bircins
olmamasia dolalot edir. Paylanmanin imumi xarakterinin aydinlasdirilmasi onun
bircinslik doaracasinin giymatlondirilmasini vo asimmetriya vo ekses amsallarinin hesablan-
masini nazoardo tutur. Simmetrik paylanmalarda morkozdon eyni uzaqligda yerlason



variantlar eyni tezlikloro malikdirlor. Bu paylanmalar ii¢iin hesabi orta, moda vo median
bir-birino borabordir. Ona goro do sado asimmetriya gostaricisi olaraq bu gostaricilorin
forgini gobul etmok olar. x—d forgi no godor boyiik olsa, paylanmanin asimmetriyasi bir o
godar boyiik olacaqdir.
Bir ne¢o yigimin asimmetriya daracasinin miiqayisali tohlili {i¢iin nisbi
x—d

As
o

gostaricisi hesablanir. Bu gostorici miisbat Vo manfi giymatlor ala bilor.
As >0 olmasi sag torofli asimmetriyanin oldugunu gostorir (sag budaq maksimal
ordinatina gors sol budaga nisboton daha ¢ox uzadilmisdir).
Sag torofli asimmetriyada morkozi meyl xarakteristikalari arasinda
d<h<x
miinasibati dogrudur
As < 0 olmasi sol torofli asimmetriyanin oldugunu gostorir

ry

Sokil 2. Asimmetrik paylanma sirasi.

1- sag torofli asimmetriya, 2-sol torofli asimmetriya

Simmetrik paylanmalarda miisbat vo manfi konarlasmalarin tok daracalori bir-birini
yox edir.

Belaliklo, tok tortibli  morkozi momentlorin  sifira boaraboarliyi paylananin
simmetrikliyini siibut edir. Bu momentlorin sifirdan forgli olmas: isa simmetriyadan
konarlasmani, yani ayilmani gostorir. Ona gora do ayilmoni xarakteriza etmok figiin g
tortibli m, morkazi momentindan istifads edilir,

Momentlor gobul edilmis o6l¢ii vahidlorindon asili olduglarina gore, ayilmanin

olciisii olaraq m—g standartlasdirilmis nisbatindan istifads edilir.
o

mS
A= o
komiyyatino asimmetriya (ayilma) amsali deyilir.
Bu gostaricinin tothigi asimmetriya daracasini tayin etmoklo yanasi slamatin bas
yigimda paylanmasinda asimmetriyanin olub-olmamasini da miiayyan etmoya imkan verir.
Bu gostaricinin shamiyyatlilik daracasi

6(n—1)
Op = |7— =
(n+)(n+3)
disturu ilo hesablanan orta kvadratik xata vasitasilo giymatlondirilir. Belo ki, IAs] 5

O ps
oldugda asimmetriya ohomiyyatlidir vo olamotin bas yigimda paylanmasi simmetrik



deyildir. [As] <3 oldugda ise asimmetriya shomiyyatsizdir vo onun varlig: ancaq tesadiifi

O as
amillorin tasiri ilo izah edilir.
Paylanma funksiyasi grafikinin normal ayriys gora yuxari vo asagi oldugunu tayin
etmok tli¢iin ekses omsalindan istifado edilir.
Dord tortibli morkazi moment vasitssilo tayin olunan
m

4
e=—-3
O_4

komiyyati eksesi daha dogiq xarakterizo edir. Qeyd edok ki, normal paylanmalar {igiin

— =3. Omoli mosalalorin hallinds gruplasdirilmis segmolor {iglin asimmetriya vo ekses
(o2

omsallarin1 asagidaki diisturlarin komayi ilo hesablamaqg daha magsadouygundur:
a=— (b, ~30,b, +2%)
O

u

1
e=—(b, —4b,b, +67b, —30}) -3,

Burada o u=%(zi—c) sorti variantlarinin dispersiyasi; by ,b, b3 iSa hamin

variantlarin uygun tortibli baglangic momentloridir.

Iy

f >0

Saokil . 2.3. Paylanmanin eksesi

Ekses empirik paylanmanin topa ndqtasinin normal ayrinin tops ndqtasine nisbatan
yuxarida vo ya asagida yerlosmasini gostorir.
Eksesin orta kvadratik xotas1
o \/ 2nn(n—2)(n—23)
© V(-)*(n+3)(n+5)

diisturu 1l hesablanir

Ikiolciilii tasadiifii kamiyyatin tasviri va adadi xarakteristikalar.



Tutaq ki (x,

olan secimdir. Bas yigimin ilkin tosvirini se¢imin elentntlorinin miistovido yerlosmosino
osasan oldo etmok olar.

n)i=12,..,n, ikidl¢ili (X,Y)tosadiifii komiyyatin miisahidslorinin hacmi n

(x,n),i=12,...,n, giymatlorini uygun olaraq % ehtimalart ilo alan ikidl¢iilii diskret

btosadiifii vektorun paylanmasina iki6l¢iilii tesadiifii se¢cimim paylanmasi deyilir. Segma
xarakteristikalar uygun diskret tosadiifii vektorun xarakteristialar1 kimi hesablanur.

Secma xarakteristikalarin hesablamasini agagidaks ardicilligla aparmaq
magsadouygundur.Ovvalco

RBIDIDADIDICERY,

comlori hesablamr.s
Hesablamalarin diizgijnlijyij

an %+, Zx +22xy.+2y.
i=1

eyniliyinin komayi ilo yoxlamhr.
Secmo ortalar

kimi hesablanir.Sonra iso se¢mo ortadan konarlasmalarin kvadratlari comi, vo hasillorin vo
secmo ortadan konarlagsmalar1 comi hesablanir:

Q=04 ~xf =36 - (ZX]

- (yi -y) = - Yi n )
n ("XJ(”VJ
Qy =2 (=X ny. A
Q.82=1q,r-—2



Bjlma10. PAYLANMA PARAMETRL aRizyiN STATISTIK
QIYMOTLONDIRILMOSI

Nogqtavi giymatlondirmalar va onlarin qurulmasi iisullari

Mbasalanin qoyulusu. Statistik qgiymatlondirmalar

Tutaq ki, X tosadiifi komiyyatinin (X bas yi§iminin) paylanma funksiyast molum
deyil, ancaq onun hansi sokildo funksiya oldugu vo miioyyon sayda namolum
parametrlordon asili olan funksiyalar sinfino daxil oldugu moalumdur. Yoni, paylanma
funksiyast F(x)=F(x, 61, 0,,..., 6,) soklindadir. Bu funksiyani tapmaq {i¢iin asili olmayan n
sinaq aparilir (X bas yigimindan hacmi n olan tosadiifii se¢cim gotiiriiliir) vo naticads x;,
Xp,..Xn se¢imi almir. Masalonin qoyulusu xi, Xp,..,X, se¢imina osason namoalum F(x, 04,
0,,..., 0,) funksiyasiin tapilmasindan ibaratdir. Aydindir ki, bu halda namolum paylanma
funksiyasiin tapilmasi masalasi, onun 0;, 0,,..., 0, parametrlorinin x;, Xp,..,X, se¢iming
osasan tapilmast mosalasing gotirilir.Qeyd etmok lazimdir ki, iimumiyyatlo segcmo y1gimin
elementlori vasitosilo namolum parametrlorin  osl qiymatlorini tapmaq miimkiin deyildir.
Belo ki, bu yolla homin parametrlorin ancaq toqribi qiymatlorini tapmaq olar.

Tutaq ki, F(x,0) paylanma funksiyas1 ancaq bir namalum 6 parametrindon asilidir.

Torif 1.1. Namolum 6 parametrinin X, X,,..X, se¢mina asason almmus 0, toqribi
qiymaoting onun ndqtovi qiymotlondirmasi deyilir.

Aydindir ki, 0, qiymatlondirmasi se¢gmonin elementlarinin miiayyon funksiyasidir,
yani 0,=0(Xy, Xz,..,Xn). Segcmoanin elementlorindan asili olan istonilon funksiyaya statistika
deyilir.

Beloliklo, namolum 6 parametri liclin coxlu sayda qgiymatlondirmoalor qurmagq
olar.Onda belo bir sual qarsiya ¢ixir: hansi sortlori 6doyan 6, (X1,Xz,..,X,) funksiyasini

namalum 6 parametri ligiin an yaxs1 qiymatlondirma hesab etmok olar?

0, qiymotlondirmosi asagidaki sortlori 6dodikds o, digor giymotlondirmalors
nisboton miloyyan monada “yaxs1” qiymoatlondirma hesab edilir.

Tarif.2. Riyazi gozlomasi qiymatlondirilon parametra barabar olan, yani istonilon n
ucun

EO(Xy, X2,..,Xn)= 0
barabarliyini  6doyan  0,=0(X;,  X,...X;) qiymatlondirmasina 6  parametrinin
yerinidoyismoyan (siirlisdiirilmomis) qiymatlondirmasi deyilir.

Torif. 3. Riyazi gozlomosi qiymatlondirilon parametrdon forqli olan, yoni istonilon n
ucun

EO(X1, X2,..,Xn) = O
baraborliyini 6dayan 0(X1,Xp,..,Xn)  qiymatbndirmasine yerinidoyison (siiriisdiiriilmiis)
giymotlondirma deyilir.

Bu halda EO(X1,Xa,..,Xn)-0=0, forqina yerdoyisma (siiriismo) deyilir.



EO(X1, X5,..,X,)= 0 sarti 0danildikds sonlu hacmoa malik miixtalif miimkiin segmalora
gora qurulmus 6 (Xy,Xz,..Xy) statistikasinin qiymotlori 6 komiyyati otrafinda qruplasacaqlar
(yerlogacoklor).

Namolum 0 parametrinin verilmis segmoys goro 6, qiymotlondirmosini qurarkon
(taparkon) c¢alismaq lazimdir ki, kifayot qodor boyiik ehtimalla @, 6 parametrinin osl
qiymotino yaxin olsun. Se¢cmonin hocmi kigik oldugda tosadiifi segmonin boyiik rol
oynamasina gora buna nail olmaq miimkiin deyil. Ona goro do bu halda se¢cmonin
hocminin kifayot qodor boyiik oldugu forz edilir vo tolob edilir ki, n —oo sortindo
parametrin qiymatlondirilmasi hor hansi monada (ehtimala goérs, vahid ehtimalla, orta
kvadratik monada va s.) homin parametrin 6ziins y1gilsin.

Torif 4. 9, qiymotlondirmosi n—oo gortindo ehtimala géro 6 parametrino yigilarsa,
yoni kifayot qador kigik, istonilon &> 0 adadi {iciin

lim P(6; ~6<e)=1

boraborliyi 6donilirss, onda ona # parametrinin 9sash qiymotlondirmaosi deyilir.
Osasliliq xassasi n artdiqca 6§, statistikasinin paylanmasinin ¢ parametrinin
kifayot qodor kigik otrafinda yerlogdiyini gostorir vo @, statistikasi {iglin boylik ododlor

ganununu ifado edir. Masalon, olamatin p hissasinin qiymatlondirilmosi olaraq 6 _m
n

. g e lim P
statistikasini gotirdiikdo - (

6’:—9‘<5):1 e . . 9
miinasibati Bernulli teoreming, bag y1§imin m

namolum riyazi gézlomasi olaraq se¢ma ortan1 gotiirdiikdo iso Cebisev teoremina ¢evrilir.

Torif 5. 8, vo 6, giymotlondirmolori iigiin
2

M(g® —6f < M(6® —0)
boraborliyi ddonildikdo, 6." qiymatlondirilmosi 6,
effektiv qiymotlondirmo adlanir.

@ giymotlondirmosine nisboton daha
Yerinidoyismoyan qiymoatlondirmoalor tigiin M(@,fl) —e)z < M(Qf) —e)z) barabarsizliyi

DO,” < DG, ? borabarsizliyina gevrilir.

Effektiv qiymotlondirmo dispersiyasi an kigik olan miimkiin qiymatlondirms olur.

X se¢ma ortasinin on kigik dispersiyaya malik xatti qiymatlondirma oldugunu
gostorak.

Tutaq ki, (a,az) parametrli X bas yigimindan hacmi n olan Xg,X,...,X, Se¢mocu
alinmusdir..

Tutaq ki, E(@) =aX,+..+a,X, a parametrinin har hansi yerinidoyismoyan xatti
qiymotlondirmasidir. Burada a, +a, +...+4a, =1.

X; ) X g yoe X -lor asili olmayan tosadiifi komiyyatlor oldugu ti¢iin dispersiyanin malum

Xassasing asasan
DE(a) = az(alz +a5+ .t aﬁ)



oldugunu yaza bilarik. Asanligla yoxlamagq olar ki, DE(a)-nin yegans minimumu vardir va
0, a, =a, =..=a, = ¥ olduqda alinir. Beloliklo, x se¢mo ortasi on kigik dispersiyaya malik

xotti qiymotlondirmadir.

Nogtavi giymatlondirmalarin qurulmasi iisullar

Bu paraqrafda biz noqtovi qiymotlondirmolorin qurylmasi tisullari ila, konkret olaraq
ovozetmo (anoloji), an kicik kvadratlar, momentlor vo on boyiik hoqigoto oxsarliq tisullari
ilo tanis olacayiq.

Ovazetms iisulu.

Bu iisulun mahiyyati ondan ibaratdir ki, namolum parametrin giymotlondirmasi
olaraq uygun se¢cmo xarakteristika gotiiriiliir. Masolon, bas yigimin namolum riyazi
gozlomasinin qiymotlondirmosi olaraq segmo orta, dispersiya liclin segma dispersiya, (¢
tortibli morkozi moment ii¢iin {i¢ tortibli morkozi segcmo moment va s. gotiirtiliir.

on ki¢ik kvadratlar tisulu.

Bu iisula goro statistik qiymotlondirmo se¢monin elementlorinin  statistik
qiymatlondirmadon konarlagmalarinin kvadratlari cominin mininmalnasdirilmast sortindon
tapilir.

X bas yigiminin EX =mriyazi gozlomosinin on kicik kvadratlar {isuluna goro
statistik qiymatlondirmasini tapaq.

Bu mogsadls X bas yigimindan hocmi n olan x3, Xo, ...,X, se¢masini gotiirok. On
kicik kvadratlar isuluna géro namolum m parametrinin statistik qiymotlondirilmasi

H 2
Y = (xﬂ—ﬁ) —> MUH
2

sortindon tapilir;
Ekstremum zoruri saortina asasan

Ny o_oNY(. )
ﬁ_2;<xﬂ m)—O

oldugunu aliriq. Buradan iss axtarilan qiymatlondirmonin

a:%in=;

secma orta oldugunu aliriq.

Momentlar iisulu.

Statistik giymotlondirmalorin qurulmasiin timumi {isulunu birinci dofo K. Pirson
toklif etmisdir. Bu lisula momentlar tisulu deyilir.

Momentlor lisuluna goro segcmo momentlor bas yigimin namolum parametrlordon
asili olan uygun nozori momentlorine borabor edilir. Baxilan momentlorin say1 iso
namolum parametrlorin sayina borabor gotiiriiliir. Alman tonliklor sistemini namolum
parametrloro goro holl edorok axtarilan qiymotlondirmoni tapirlar.



Tutaq ki, X bas yigimmin f(x,0;, 0,,..., 0,) sixliq funksiyasi n sayda namslum
01,0,,...,6,, parametrlorindon asilidir. Bas y1gimin birinci n sayda baslangic momentlorini
toyin edok:

0,(6,,6,...,6,) = MX" = [ X" (%,,,0,,...,6,)dx

m=1,2,...,n.
Forz edok ki, X bas yigimdan hacmi k olan x3, Xp,..,Xk segmasi alinmigdir. Uygun
se¢gmo momentlori tapaq

k
b, :%;xim

Bas yigimmn b, nozori momentlorini uygun b, se¢mo momentlorine borabar
gotiirmaklo
b, (6,.....6,) = b;
{m =12,..,n
tonliklar sistemini aliriq. Alinmig tonliklor sistemini namalum 6y, 0,,...,0, parametrlorine

goro hall edorok, axtarilan 04, 0,,..., 6, qiymatlondirmalorini tapariq.
Masalan, tutaq ki, X bas y1gimu iistlii ganun ilo paylanmisdir. Bu halda

() =2 (x20); b(1)=Mx= %

61=; E X, =X
w1l

b,(4,,....0,)=b
m=12,..,n

*

™ tonliklor sistemi %: X tonliyina ¢evrilor. Buradan

Onda {

iso A :% oldugunu aliriq. Demali, A parametrinin axtarilan qiymatlondirilmasi se¢gma
X

ortaneIn tors qiymatidir.
X bas y1gim1 normal paylanma qanununa tabe olduqda isa
_(x-a)
f(x)= L oo blac?)=EX =a

o2z
b,(a,02)= DX —(EX )’ = ¢ —a>

k

b, :%in =X, 6, :éixi =6 —X .
=l

i=1
Bu halda tonliklor sistemi
a=x ~
c’-a’=0?-(x)?
tonliklor sistemino ¢evrilir. Bu tonliklor sistemini axtarilan a vo o parametrlorine nozoron

holl etsok a=Xx , ¢ =¢. oldugunu aliriq.
On boyiik hogigotooxsarliq tisulu.



Miisyyon monada «yaxs» qiymatlondirmslorin qurulmasinin daha optimal iisulu
amerika statistiki R. Fiser torofindon toklif edilmis on boyiik hoqigotooxsarliq tisuludur. Bu
tisula goro verilmis paylanmanin namolum parametrlorinin giymotlondirilmosi homin
parametrlordon asili funksiyanin maksimumunun axtarilmasi mosalosino gatirilir.

Tutaq Ki, X1, Xa,..,.X¢ sixliq funksiyast p(x,8) olan bas yigimdan aparilmig hacmi n

olan segmadir. X-diskret tosadiifi komiyyat oldugda p(x,6) ehtimal, kasilmoz olduqda iso
paylanmanin sixliq funksiyasidir. L(9)= ﬂ p(x,,0) funksiyasma baxilirBu funksiyani
i=1

R.Fiser hogigotooxsarliq funksiyast adlandirmisdir.

Mbolumdur ki, L(0) avazina 1 (0)=InL(¢) funksiyasina baxdigda maksimum ndqtosi
doyismir. Tocriibado adoton L(0) ovozino 1,(#)=InL(9) funksiyasindan istifads edilir.
Ciinki bu hesablamalar1 shomiyyatli doracods sadologdirir.

Forz edok ki, p(X, 9) bir namolum parametrdon asilidir.

Bu halda 1 (¢)funksiyasinin maksimumunu asagidaki kimi tapmaq olar.

1) % - téromasini tapagq.

2) dcll_n;_ —0sortindon O bohran ndqtasini tapaq.
1’ naJl *
3) A ‘e:e* <0 oldugda 6 maksimum noqtasidir.
a

Tapilmis 0 maksimum noqtesi namalum O parametrinin an bdyiik hagigeteoxsarliq
qiymatlondirmasi olaraq qabul edilir

Indi isa forz edok xi, kosilmoz X - tosadiifi komiyyatinin sixliq funksiyasi namolum
0; vo 0, parametrlorindon asilidir. Bu halda hoagigatooxsarliq funksiyast namalum 6, vo 6,
parametrlorinin funksiyasi olacaqdir, yoni

sz(Xl; 01, 62) f(Xz; 04, 92)

Bu halda namalum parametlor {i¢iin

oinL 0
06,
olnL 0
00,

tonliklor sistemina ¢evrilir.

Puasson paylanmasmin namolum A parametrinin A~ noqtovi giymotlondirmasini

qurag.
Bu halda haqiqataoxsarliq funksiyasi

n e_l/lxi e_nﬂ/’iizzl:Xi
L(4) =11 =
i=1 X1 n
| _lillxi!

soklinds olar. Axirinci barabarlikdon

INL(2) =-nA+» x-Ini-InTx!

i=1



oldugunu alariq. Haqigotooxsarliq tonliklor sistemi

) 1N
T— H+X;XH—O

soklino diisor. Axirine1 tonlikdon iso 4™ = 1in = x oldugunu alirq.

n i=1

Beloliklo, Puasson paylanmasinin A parametrinin on bodyiik hoqgigotooxsarliq tisulu
ilo qurulmus qiymatlondirilmasi se¢ma ortadir.

Normal paylanmanin 0 vo 6° namolum parametrlorinin ndqtevi qiymetlondirilmesini
tapag.
1 _(Xi*a)2

262

L(9,02)= ﬁ

i1 02T :
Axirmci barabarliyin har iki tarafini logarifmlasak
H 2
nHﬁe,czj = —E(J'IHQH—J'IHIZ)—% (x,—a)
2 20
oldugunu yaza bilorik. Baxilan halda haqiqotooxsarliq tonliklor sistemi

an(e,oz) L
T g )=
8]1(9,02) L .
2 = 4Z(Xm‘a) ——220
0o 20 wi 20

sistemina ¢evrilor. Tonliklor sistemini hall edarak
LS _
a =-)» x,=X
H%: !
CONES Qe
n i=1 |

oldugunu alarigq.

Goriindiiyii kimi, normal paylanma parametrlorinin on bdyiik hogigotooxsarliq
giymatlondirmoalori, on kigik kvadratlar vo momentlor dsullar1i ilo  tapilmus
qiymatlondirmaloarls tist — listo diisir.

Ehtimalin nisbi tezliya gora noqtavi qgiymatlondirilmasi

Tutaq ki, aparilan asili olmayan sinaglarda A hadisosinin p bas vermo ehtimali
namolumdur. Nisbi tezliya asason namolum p parametrinin néqtovi qiymatlondirmosini

tapmagq tolob edilir. Namolum p ehtimalinin noqtovi qiymotlondirilmasi olaraq
w="
n
nisbi tezliyini gotiirok. Burada n- aparilan sinaqlarin, m iso A hadisesinin bagvermo
sayidir. Elitimal nazariyyasinds siibut edilmisdir ki,

Em=np vo Dm=npq



Burada q=I-p gotiiriilmiisdiir. Belolikla,
1 1

Ew=—Em=—np=p
n n

Vo

oldugunu alirnq. Ew=p vo |i; pw=o olduguna goro w=""nisbi tezliyi namolum p

nN—o0 n

ehtimalinin yerinidoyigsmayan va asaslt qiymatlondirmasidir

Paylanma parametrlarinin etibarliliq intervall.
Etibarlihq ehtimali

Tutaq ki, X bas yigimmin F(x, 0) paylanma funksiyast namalum 6 parametrindon
asihidir. Yuxarida bu parametrin segmo xarakteristikalar vasitosi ilo yerini doyismoyan,
osasl, effektiv vo kafi monada on yaxsi gqiymotlondirmosindon danisilmigdir. Masalon,
normal paylanmis bas yi§imin namolum riyazi gézlomosinin on yaxsi qiymatlondirmosi
secmo ortadir. Beloliklo, namolum riyazi gozlomo bir ododlo - se¢cmo orta ilo
qiymotlondirilir. Parametr tigiin tapilmis toqribi qiymotlor bir adoddon ibarat oldugu ii¢iin
onlara noqtovi qiymstlondirmolor deyilir. Noqtovi giymoatlondirmalor miioyyon tosadiifi
komiyyatlorin xiisusi qiymatloridir va onlar qiymatlondirilmasi talab edilon parametrlorin
asil giymatlorindon xeyli forqlona bilarlor. Mohz bu sababa gbére namolum parametrlor
tclin giymoatlondirmalorin daqiqgliyinin va etibarliginin dyronilmasi riyazi statistikanin
miihiim masalalorindan biridir.

Parametrlor {iclin tapilmis toqribi qiymatlorin doqiqlik vo etibarliliq masalolori
intervalli giymotlondirmoa iisulu ilo, yoni qiymsotlondirmo (etibarliliq) intervallarinin
qurulmasi vasitosi ilo toariq edilir. Kigik se¢molor ii¢lin qiymotlondirmo intervallarinin
qurulmas1 daha ¢ox ohomiyyat kosb edir. Bu halda ndqtovi qiymotlondirmo shomiyyatli
doracads tosadiifidir vo ona gora do onun etibarliligi kicikdir.

Tutaq ki, axtarilan 0 parametri ti¢iin 6,(X1, Xa,...,X,) qiymatlondirilmasi tapilmisdir
vo €>0 kifayot godor kicik ixtiyari hoqiqi ododdir. 6, gqiymotlondirmasinin 6 parametrino
yaxin olmasini

|0,-6|<e
barabarsizliyi vasitasi ilo xarakterizo etmok olar. Aydindir ki, bu barabarsizliyi 6dayan &
odadi no godor kigik olarsa 6, gqiymotlondirmasi do 6 parametrino bir o gqodor yaxin olar.
Bu iso o demokdir ki, giymatlondirmonin daqiqliyini |0,-0|<e berabarsizliyini 6doyon ¢
adadi vasitasi ilo O6lgmok olar. Bununla yanasi, qeyd edok ki, 0, tosadiifi komiyyat
oldugundan |0,-6|<e  barabarsizliyinin hokmoan 6danildiyini demak olmaz. Onun ancaq
miioyyon ehtimalla 6donilmosindon danismagq olar.

Torif. 1. 6 parametrinin asil qiymatini verilmis 0<a<l ehtimali ilo 6z daxilindo
saxlayan (0,- €, 6, + €) intervalina qiymotlondirmo ( etibarliliq ) intervali deyilir.

Bu halda:



P(0,-€<0<0,+ ¢)=a
boraborliyi 6donilir. 6, - €, 0, + € adadlorina etibarliliq sorhadlori, o adading 1s9 etibarliliq
ehtimal1 deyilir. Etibarliliq intervali tapilmis qiymatlondirmalarin daqiqliyini, etibarliliq
ehtimal1 iso gqiymotlondirmoalorin etibarliligini xarakterizo edir.

Etibarliliq intervalinin daha timumi torifini do vermak olar. Uc noqtalori 0, (X1, X2,
i Xn) VO Gn(z)(xl, Xp,...,.Xn) tosadiifi komiyyotlori olan vo P(@n(l)<6<6n(2))=oc miinasibatini
odayan (On(l), On(z)) intervali 6 parametrinin etibarliliq intervali adlanir. P(0, - € < 0<6, + ¢
)=a sortinin 6donilmoasi o demokdir ki , har birindo hocmi n olan se¢mo alinmis goxlu
sayda asili olmayan sinaqglarda qurulmus etibarliliq intervallarindan orta hesabla o.-100%-i
namolum 6 parametrinin asil qiymatini 6z daxilindo saxlayir.

Bozi masalolorin hollinds uc noqgtolori:

P(0 <6,)=a ; I1(6 > 61)=a
sortlorindon tapilan birtorafli etibarliliq intervallarindan istifade edilir. Bu intervallar
uygun olaraq sol torafli vo sag torofli interval adlanir.

Qiymatlondirmaenin doqiqliyini xarakteriza edon etibarliliq intervalinin uzunlugu
segmonin n hocmindon vo o etibarliliq ehtimalindan asilidir. Belo ki, segmonin hocmi
artdiqca etibarliliq intervalinin uzunlugu kigilir, etibarliliq ehtimali vahido yaxinlagdigca
159 onun uzunlugu artir.

1 - a odadino shomiyyatlilik soviyyesi deyilir. Statistik todqiqatlarda holl edilon
mosalolorin ohomiyystindon vo ¢ixarilan naticolorin mosuliyystindon asili olaraq 1- a
ohoniyyatlilik soviyyassinin 0,1; 0,05 vo 0,01 gqiymeotlorindon istifads edilir.itisadi
todqiqatlarda iso shoniyyatlilik soviyyasinin 0,01 vo 0,05 qiymatlorindan istifado edilir

Ohomiyyatlilik soviyyasinin va belalikla etibarliliq ehtimalinin se¢ilmasinds riayot
edilmosi vacib olan prinsiplori konkret misal iizorindo izah edok. Etibarliliq ehtimalinin
secilmosi riyazi masolo deyil va bilavasito holl edilon problemlorin mozmununa gore toyin
edilir.

Tutaq ki, iki miiessisodo keyfiyyatli mohsulun buraxilma ehtimali P=0=0,99 -a
barabardir. Demali, keyfiyyatsiz mahsulun buraxilma ehtimali 1-a0 = 0,01 - dir. Riyazi
noqteyi nazoardon, yoni malumatin xarakterilo maraqlanmadan, o ehtimalinin kigik va ya
boyiik oldugunu miioyyon etmok olarmi ?

Tutaq ki, miiossisolordon biri elektrik lampasi, digori iso parasiit istehsal edir. Qabul
edok ki yiiz lampadan biri zaydir. Lampalarin bir faizinin atilmasi, texnoloji prosesin
yenidon qurulmasina nisbaton ucuz basa golorso bununla barismaq olar. Ancaq yiiz
parasiitdon birinin zay olmasi c¢ox ciddi vo arzuolunmaz notiwolora gotirib ¢ixarir.
Beloliklo, birinci halda zay olma ehtimali qobul edilon, ikinci halda iso gobul edilmozdir.
Ona gora do etibarliliq ehtimali masalonin mazmununa asason miioyyan edilmalidir.

Orta kvadratik kanarlasma (6) malum oldugda namalum riyazi
gozloma iiciin etibarliliq intervalinin qurulmasti

Tutaq ki, normal ganunla paylanmis yigimin (vo ya X tosadiifi komiyyatinin)
dispersiyast molum, m riyazi gézlomosi iso molum deyildir. Namolum m parametrinin Xy,



X2y, Xn SECMOSININ Q:Ein orta qiymoti vasitosi ilo gqiymotlondirmasinin etibarliliq
n i=1

intervalini tapmaq lazimdir. Bunun {i¢iin, segcmoni togkil edon x3, Xp,..., X, adodlorini asili

olmayan vo eyni normal ganunla paylanmis X;, X,..., X, tosadiifi komiyyatlorinin

qiymatlori kimi gobul edok. Onda,

— 1x — 1Y 1 , o
MX==) MX,=m, DX=—)» DX, == -nc’=—
nZ ' nzg n’ n

olar. Ehtimal nozoriyyasino goro

(X - M| <)=Tim —& < X < m +8):Q{MJ—

e o)

. T e e qee 2 . o -
olar. Burada x avazina x gotiiriildiikds ¢” avazina — yazilmalidir va natibada:
n

|

&

P:()_(—g<m<)_(+g):2¢{ n
(o2
boraborliyi,

_adn

(@2
ovozlomasini apardiqda is9

t

P()_(—it<m<)_(+£tJ:2¢(t)

Jn Jn

barabarliyi alinir. Axirinbl barabarlikds 2F(t,)=a., qabul etsok m parametrinin o etibarliliq
ehtimalina uygun olan etibarliliq intervalinin

X—t I <m< X+t g

“Jn “Jn
intervali oldugunu anapeir.

Beloliklo, X bas yigimmin o orta kvadratik konarlasmasi molum oldugda, bas
yigimin namalum riyazi gozlomasinin a etibarliliq ehtimalina uygun olan etibarliliq
intervalinin qurulmasi tigiin asagidaki qaydani alariq:

Qayda 1. Normal paylanmis bas yigimin o orta kvadratik konarlasmast mslum
oldugda x se¢mo ortasina gére onun namalum m riyazi gozlomesinin etibarliliq interval

a etibarliliq ehtimali ilo

- o) - (o)
x—taﬁ<m<x+tgﬁ

kimi tayin edilir.



Orta kvadratik konarlasma o malum olmadiqda namalum riyazi
gozloma iiciin etibarliliq intervalinin qurulmasti

Bas yigimin orta kvadratik konarlasmasi molum olmadigda yuxarida alinmig
giymotlondirmolordon istifado etmok olmaz. Bu halda x se¢mo orta vo diizoldilmis

(toshihli) S = \/ﬁZ(xi —x)? orta kvadratik konarlasma vasitosilo toyin edilmis
A

(x—m)}/n
s

T= tosadiifi komiyyotino baxaq .Molumdur ki, T

sarbastlik doracasi k=n-1 olan Styudent paylanmasina malikdir.
Styudent paylanmasinin sixliq funksiyasinin ciit funnksiya oldugunu nozors alsaq

HQT|<8) \_‘[(X M)\/E

S
barabarliyini alirig.
Buradan,

\_(|i—M|<%8j=2J-CH(T)I[T
H
ﬂ(i—S%<M <§+8%J=2.!.CH(T)HT

miinasibati alinir.
Bu miunasibati

Vo ya

ZI c, (nar=a
0

baraborliyindon toyin olunan t, ododi wvasitasi ilo P(|x—m|<

— S — S .
r(x——T(x <M < X+—Taj =a Kimi yazmagq olar.
Vi N

Belolikls, bas yigimin o° dispersiyasi molum olmadiqda onyn namslum m riyazi
gbozlomosinin o etibarliliq intervalina uygun olan etibarliliq intervalinin qurulmasi {igiin
asagidaki qaydan alariq.

Qayda 2. Normal paylanmis bas yigimmun orta kvadratik meyli molum olmadigda x
se¢ma ortasina gora onun namalum m riyazi gozlomasinin etibarliliq intervali a etibarliliq
ehtimali ilo

*_l=a vo yaxud
xt, \n

o

S _ S
X——T, <M <X+—F—=T
VH ¢ VH ¢

kimi toyin edilir,



Hadisanin namalum p ehtimali iiciin etibarliliq
intervalinin qurulmasi

Tutaq ki, aparilan asili olmayan siaqlarda A hadisosi miisahido edilir vo onun p-
basvermo ehtimali namalumdur. Nisbi tezliys gors namalum p ehtimali iiclin etibarliliq
intervall quraq. Molumdur ki, XeN(a,o?) oldugda P(X —al<5) = ZQ[EJ miinasibati

(o2
dogrudur. n kifayat godor boyiik oldugda nisbi tezlik asimptotik normal komiyyatdir vo

Ew = p,DW=m,Gw= ﬂ.
n n

P(X —a|<d) = 2®(£j
JW
miinasibotindo X vo a-n1 uygun olaraq w vo p ilo ovoz etsok P(W - p|<5):2¢>[i]
GW
o C e e o . N r
togribi borabarsizliyini alariq. 20| — | = a 1sars edok. TIT qobul edak, o, =,/— . Onda
w T H

axirinel toqribi borabarliyi  P(W - p|<6) = 2(1)(@} =20(t)=a soklindo yaza bilorik.

Jra

Beloliklo, a. chtimals ilo W < 11)
H

borabarsizliyi 6donilir.

Namolum p parametri {iclin alinmig gqiymotlondirmonin iki ¢atismamazIig: vardir:

1) Bu giymotlondirms n-in boyiik qiymstlorindo dogrudur, bu iso geyri miioyyan
anlayisdir;

2) (3.7) borabarsizliyinin sag torofindo namolum p parametrindon asili komiyyot
durur.

n-in boylk qiymatlorinds ikinci catismamazliq p-ni w ilo avaz etmoklo aradan
qaldirila bilar.

Forz edok ki, w>p. Onda

olar. Borabarsizliyin hor iki torofini kvadrata yiiksoldok (w>p). Onda ovvalki
barabarsizliys ekvivalent olan

2 2
[1+ T_an —Z(W +T—)H+w2 <0
H H

borabarsizliyini alariq. Sol torafdoki kvadrat tighodlinin diskriminanti miisbotdir. Demali,
namalum p ehtimali {i¢lin etibarliliq intervalini p;<p<p, soklinds yazmagq olar.
Burada

n { t? \/W(l—W) [t ]2]
P = W+ ——t +| —
t°+n 2n n 2n




n t? w(l—w) (tjz
P, == W+ —+t, | ——F+ —
t°+n 2n n 2n

Eyni naticays W>p olduqda da golmak olar.
Beloliklo, axtarilan etibarliliq intervali
P1<p<p2 soklindo olar.

Miixti alif nov secmaloar iiciin secma xatanin tapilmasti
Tipik se¢im. Tutaq ki, namolum a riyazi gézlomasini giymotlondirmak tiigiin bas
yigim tipik qruplara ayrilmisdir. Tipik qruplarin sayini s ilo isaro edok. Forz edok ki, i-Ci

grupdan hocmi n;, i=1,2,..,s olan se¢mo almmisdir vo ZHHZH. Bas yigmmin i-Ci
=1

grupundan tosadiifi qaydada se¢ilmis n; sayda element segcmodo i-ci qrupu toskil edir.
Se¢mo qruplarm orta qiymatlorini vo dispersiyalarini uygun olaraq X; vo oy ilo, tipik
qruplarmkini iso X vo o2ilo isaro edok.

Molumdur ki, i-ci secmo qrupun X; ortast miivafiq tipik qrupun X, ortast iiciin
yerinidoyismoyan giymotlondirmodir, yoni MX, =X, i=1, 2,...,s. s sayda segmo qrupdan
ibarat olan se¢monin orta kemiyyatini Xs, dispersiyani isa :52 ilo 1sara edok.

Orta qiymat haqqinda teoremo asason

N
Xe=—) X,H
C H; u "
oldugunu yaza bilarik. Onda
R e I~
MXC:E;MXH-HﬂzgéXH-HH
olar. Axirinct borabaorlikdo nj-i miixtalif tsullarla toyin etmok olar. Malumdur ki,

proporsional tipik segcmalar ti¢iin

H )
T i=12,...8
H H

Burada, N;- i-ci tipik qrupun hacmidir vo ZH =H.
=l

Beloliklo,

- Is I1xs H 1 Os
MX.=— ) X o =—)» X -—-H=— ) X ‘H
Orta qiymat haqqinda teorema goro

1E&E -
a=—)> X -H
H ; u "
olduguna yaza bilarik.

Demoli, MX_.=a. Bu iso Xs-in yerinidoyismoyon qiymetlondirmo oldugunu
gostorir. Hor bir segmo qrupa nj-hocmli tokrar segcmo kimi baxsaq




2
(&

X, =—",i=1,2,...,s
H

u

oldugunu alariq.
Namolum a parametri tiglin etibarliliq intervalin1 qurmaq ti¢iin X .-i hesablayaq:

2 C
u

c cC .2 2
= H < H, o, 1~~—, H,
I[Xczz ZI[XH:E 2-—=—§ c. -
= H —{H" H, H H

=l

Axirinci boraborliyin sag torafi segcmo qruplar {igiin orta qrup daxili dispersiyadir.

Belaliklo,
_ GZ
I[XC _ _rp.aax
H
P(\Y - a‘ <A)= zq{AJ
o

miinasibatindon istifads etsok namolum a parametri liciin o etibarligr ilo

— c —
rp.Jax. N
Xc—T, <a<X +T,

Ju

rp.Jax.

Ju

etibarliliq intervalini alariq.
Tokrar olmayan segmalora baxildigda etibarliliq intervalini qurmaq tcilin axirinci

barabarsizlikde X-in orta xotasini \/ Orpex. (1— %) ilo avaz etmok kifayotdir.
H

Olamatin variasiyasina miitonasib segmoalords orta xota asagidaki kimi hesablanilir.
Tokrar se¢cmolor iigiin

1 |[\~o’H

A: _ )4 )44

H Z H

w1 u

Tokrar olmayan segmolar iigiin:

1 CGZH H
A= — it ! I [P
LIS

w=1 u u

Burada, o’ — i=1,2,...,s qrup dispersiyasidir.
Se¢mo gruplarin hacmi

H l/lcl/[
H, = C

D oH,

=l
kimi toyin edildikdo aparilmis tipik segmoys optimal segmo deyilir. Optimal segmonin
JIX. dispersiyast minimalliq xassasino malikdir. Bas yigimdan optimal tipik se¢mo
aparmagq i¢iin qrup dispersiyalart molum olmalidirlar.

Qeyd edok ki, tipik segmo slamatin hissosini qiymatlondirmak ii¢lin do istifads edilo
bilar.

pi ilo 1-c1 segma qrupda slamato malik olanlarin hissasini isara etsok.

1 < H
om=— o -(1-m) - —=2
il H; L (1-1) .




olar. Burada, p s sayda segmo qrupdan ibarat olan segmonin orta komiyyotidir. Bu halda
bas y1gimda olamaotin p hissasi {i¢lin etibarliliq intervali

— [0 _ [0
o-T, I[—<H<H+Ta An
H H

Tokrar olmayan segmolor liglin uygun interval

o-T1 E(1—Ej<n<ﬁ+T E[l—ij
“V = H “\V = H

Mexaniki secim.

soklindo olar.

C
Bu iisulda n;=n,=...=ns oldugundan ZHH =colar. Bu halda etibarliliq intervali tipik
=1

segmads oldugu kimi qurulur. Mexaniki segmado har bir se¢cma qrupda bir element oldugu
liclin orta qrup daxili dispersiyant hocmi n=s olan tosadiifi se¢gmonin dispersiyasi ilo avoz
etmok lazimdir.

N = (¢}
C C
Xe-T, S <a<Xo+1, —=

Ju
Seriyali secim.
Tutaq ki, X bas y1giminin namslum a riyazi gézlomasini qiymotlondirmok tiigiin

seriyali segmo aparilmigdir. Forz edok ki, bas y1igim hocmlori eyni H, = Ll adodino barabor
S

olan s sayda seriyalara ayrilmisdir. s sayda seriyadan tosadiifi tokrar se¢mo tlisulu ilo k

sayda seriya segok. Onda hocmi u =xH , =« H olan tosadiifi se¢mo aliriq. Seriyalarin
s

secmo xarakteristikalarini X; va i ,1=1,2,...,s ilo isaro edok. s sayda seriyadan k
saydasi tosadiifi qaydada secildiyina gora 1-ci segmonin naticasing X,, X, ,...,X

C

qiymatlorini eyni E ehtimali ilo alan X; tosadiifi kemiyyoti kimi baxmaq olar.
s

Orta qiymot hagqinda teoremo goro

oldugunu deys bilarik.
Digor torafdon

=l =l




olar.Demoli, X, bas yigimin namolum a riyazi gozlomosinin yerinideyismoyon
qiymatlondirmasidir. Onun dispersiyasini hesablayaq:

K K C
an c:Kizzax*FKizz[gZ(xja)zJ:
c =1 ) w1 =1

i
oy % cSrpj;l]:).
,-af -
K

[
ol

= | =

j=1

2
Belaliklo, 1X, = Z®* oldugunu alariq.
K

n(X - <4)= 2a{£]

oldugundan

2 2
\_(X—Tm<a<i+TmJ=2(D(T)
K

K
olar. Beloliklo, a etibarlig1 ilo namoalum a riyazi gézlomasi {li¢iin
2
el O rp.ap. <
X, -T, \/rp_p <a<X, +T,
K

etibarliliq intervalini alariq.
Tokrar olmayan se¢gmolor iigiin etibarliliq intervali

— (¢ — (¢
X, =T |22 (1-5) ca< X, +71 4|22 (1- 5
C o C [}
K C K C

soklindo olar.

2
O rp.ap.

Jie

Secmonin zaruri hacminin hesablanmasi

Bas yigimin parametrlorini  qiymotlondirmok {iglin se¢gmonin togkili iisulu
osaslandirildigdan sonra, se¢mo xotanin 1- a etibarliliq ehtimali ilo arzu edilon doqigliyini
tomin etmoak maqsadi ilo se¢gmanin zaruri hacmini miiayyan etmak lazimdir.

Se¢mo ortaya osason namolum riyazi goézlomonin qiymaotlondirilmasindo tokrar vo
tokrar olmayan se¢molorin zoruri hocminin hesablanmasi moasalosine baxag.

Ovvalca tokrar segcmonin hocmini hesablayaq.Orta kvadratik konarlagma malum
oldugu halda namslum riyazi gozlomas iigiin etibarliliq intervali

o

H[X-Ta%<M <§-TQEJIZCD(T)

soklindo olar. Etibarliliq intervalinin uzunlugu ZTQL'

Ju

qiymatlondirilon parametrin doqiqliyini miioyyon edir. A=t, -2 isaro edok. Onda verilmis

Ju

A doqiqliyini vo o etibarliliq ehtimalina gors tapilmis t,-ya gora segmonin n zoruri hocmini
hesablamaq olar. Dogrudan da,
N =1 i
“n

o borabordir. Intervalin uzunlugu



miinasibatindon
16’

AZ

H=

2 2
oldugunu alariq. Demali, u = {T"z }+1.

Indi iso orta kvadratik konarlasma molum olmayan hala baxaq.Verilmis o, etibarliliq
ehtimali ilo asagidaki boraborsizlik 6donilir.
X-T i<M <X+T,

C
oLH \/E H \/;
Orta kvadratik konarlagma molum olan halda oldugu kimi, se¢monin zoruri
hacminin hesablanmasi ii¢iin

diisturunu alariq. Burada t, - x vo n verilonlarine gors xiisusi cadvaldan tapilir.
s iso hacmi n olan se¢maya gdro hesablanmis diizeldilmis dispersiyadir.
Indi iso forz edok ki, segmo orta tokrar olmayan se¢moyo osason hesablanmisdir.
Onda
1'[()_( -T,0; <M < §+Ta6§)= 2O(T)=0
olar. Bas yigimin dispersiyast malum olduqda
2 o> H-n
“Tm H-1

Burada N bas yigimin hocmidir. Bu halda segmo xota {iglin A =1°—-

diisturunu alariq. Axirinci miinasibatdon se¢manin zoruri hacmini hesablamagq ti¢iin

Hr’c?
H= —— 5 |1
H-1DA+10
diisturunu alariq.
2 2

2 2 2 2
HTaG 0 TG

o

— 1.

JINM = JIUM =
Noo (H —1)A + 1267 Now ( e j X e’ N
- +

2 2

olduguna gora, N—o olduqda u = {T‘*AG }+1q9bul etmak olar.

2

Tutaq ki, verilmis o etibarligi il uzunlugu 2A olan etibarliliq intervali qurulmusdur.
Yuxarida deyildiyi kimi, tokrar segmolor {iclin segmonin zoruri say1

2 2
H={2§}+1

, Hr’c’
H = ——— | t1
(H-1)A" +T10
AZ

diisturu ilo hesablanir. n-in ifadssini asagidaki kimi ¢evirok: 1 —
H TO

tokrar olmayan se¢ma tigiin 159




oldugu ii¢iin

o 1 B 1 B Hu
H-1 A T.0° H_1.£+i H + (1 +1)
H .TZGZ Hr’c’ H w H

oldugunu aliriq. n-1>0 oldugu iigiin u’ < % =n oldugunu alirq.

Beloliklo, tokrar segmonin hocmi tokrar olmayan se¢gmonin hacmindon kigik deyil.
Tacriibado tez- tez tosadiif edilon hallar iiglin segmonin zoruri saymin hesablanmasi
ifadosini asagidaki codvolds verak.

Codval 1.
Miixtolif ndv se¢molor ligiin segmonin zoruri saymin hesablanmasi

Se¢monin | Se¢monin novi
novi Tokrar Tokrar olmayan
Tosadiifi T°6° Hr’o’
H=—
V?k_mexa' N (H-1)A +1’6°
NikKI
1Nt 2 2 2 2
Tlplk Tacrpj:[ax. Tacrp.uaxA : C
H= A2 H= A ot 2
C TaGrp.uax.
: 2 2 2
Serlyah p= T,Orpnax. " © p= Tiorplnax ¢
- 2 2 2
A A ‘Cc+ Ticrp.nax.

Bolma 11.Statistik hipotezlarin yoxlanmast.
Statistik hipotezlor haqqinda iimumi anlayis

Hipotez termini yunancadan (hypothesis) torclimado forziyyo, giiman, toxmin vo ya
ehtimal monasini bildirir.

Hipotezlor adston miioyyon faktlarin miisahidosine asason irali siiriiliir vo homin
faktlarin timumilosdirilmosi cohdidir.

Iroli siiriilon hipotezin dogrulugunun tosdigi vo yaxud onun rodd edilmesi adoton
hipotezin iroli siirtilmosindon dorhal sonra bas vermir.Cox vaxt hipotezin yaranmasindan
onun siibutuna qoador kifayot qodor uzun zaman kecir. Masalon, kainatin monsoyi haqqinda
elmi hipotez indiys kimi yoxlanmamisdir.Kopernikin giinas sistemi haqqinda tolimi iso
yarandig1 dovrden kecon ii¢ yiiz il arzindo yalniz hipotez olaraq qalmisdir. Yalmz XIX
osrin ortalarinda Leverye vo Hallenin cohdlori sayasindo bu hipotezin dogrulugu siibut
olunmusdur.Bazon hipotezin yoxlanilmasi kigik zaman kasiyindo miimkiin olur.Masalon,
1846-c1 ildo mohsur fransiz astronomu Leverye Uran planetinin todqiqino osaslanaraq
namolum planetin mdvcud olmast haqqinda hipotez iroli siirmiisdiir.O, Neptun
adlandirilan bu planetin orbitini hesablayaraq onun yerini gostordi.Elo homin il Leveryenin
hipotezi tasdiq edildi. Bu planeti Alman astranomu Halle kosf etd.i.



Deyilonlori nozora alaraq hipotez anlayisina torif verak. S6ziin genis monasinda
hipotez dedikdo, miioyyon hadisolor toplusunu izah edon inkisaf ganunauygunluglar
haqqinda elmi cohotdon asaslandirilmis giiman (toxmin) basa diisiiliir. Bunu iso yoxlamaq
va silibut etmak tolab edilir.

Irali siiriilon hipotezin yoxlanilmasi tadgigatin mogsadlorine uygun olaraq xiisusi
toskil edilmis elmi miisahido vo ya eksperiment noticosinds oldo edilmis faktlarin komoyi
ilo miimkiin bilor. Bunun {iclin aparilmis eksperimentin vo ya todqigatin noticolori
haqqinda kiitlovi molumatlara malik olmaq lazimdir. Homin kiitlovi molumatlarin
komiyyotco ifadasi tosadiifi komiyyatlorlo xarakterizo edilir.

Qeyri-miioyyonlik soraitindo miisahido edilon tosadiifi komiyyatlora gora, nozori
giimanin dogrulugunun yoxlanmasi statistik hipotezlorin komoyi ilo aparila bilor. Tosadiifi
komiyyotlorin vo ya bas yigimlarin paylanma qanunlart hagqinda iroli siiriilon toklif
statistik hipotez adlanir.

Statistik hipotez elmi hipotezin xiisusi halidir.O, elmi hipotez anlayisina nisbaton
mohdud anlayisdir.

Belo ki, Marsda canli materiyanin moveud olmas1 hipotezi elmi hipotezdir. Lakin
statistik deyil. Ciinki hor hansi statistik yi§ima he¢ bir aidiyyati yoxdur. Eyni zamanda
"Bitkicilik mohsullar1 istehsali ilo mosgul olan fermer tosorriifatlarinda rentabellik
soviyyasi heyvandarliq mohsullar1 istehsal edon fermer tosorriifatlarina nisboton
yiiksokdir” hipotezi statistikdir.Ona goro ki, bu halda orta rentabellik soviyyosino
tasarrufatlar yigimina nozaran tosadiifi kamiyyat kimi baxilir va o, paylanmanin parametri
kimi gabul edilir.

"Azarbaycan Respublikasinda shalinin amok haqqmnin hacmine gora paylanmasi
loqarifmik normal ganuna tabedir" hipotezi do homginin statistikdir.

Tacriibads tez-tez sinaqlarin, miisahidslorin va s. natigoloring asason konkret kiitlovi
hadisonin xarakteristikalar1 hagqinda miixtslif hipotezlori yoxlamagq talob olunur.

Statistik hipotezlorin yoxlanilmasi metodlar: tocriibado genis totbiq edilir. Masalon,
miiossisolorin  omok mohsuldarligina goéro plam1 yerino yetirmolorino nozarot, kond
tosarriifat1 bitkilorinin mohsuldarliglarinin miigayisasi, istehsal edilon mohsulun keyfiyyati
va s. statistik hipotezlorin yoxlanilmasina osaslanir.

Toqdim edilon bas y1§imin (vo ya X tosadiifi komiyyetinin) paylanma parametrlori
bozon molum olmur. Lakin aparilan miisahidoloro vo basqa molumatlara osason bu

paylanmanmn @ parametrinin miioyyon 20 ododins borabar olmasi, % - dan bdyiik vo ya

kicik giymatlor almasi vo s. haqqinda miioyyon hipotezlor sdylomak olar. Ola da bilor ki,
bas yigimin paylanma funksiyasinin névii miisyyan deyil, ancaq aparilan miisahidalora
osason onun paylanma funksiyasinin novii haqqnda miioyyan hipotezlor sdylomok
miimkiin olur.

Torif 1. Bas y18imin paylanma parametrlori vo yaxud paylanma funksiyasinin novii
haqqinda hipotezlors statistik hipotezlor deyilir.

Mosolon, " X bas y1gimi normal qanunla paylanmisdir", "Paylanmanin parametri 2o

qiymotine borabordir: &~ %,

statistik hipotezlordir.

"X va Y bas yigimlarinin dispersiyalart miixtalifdir” va s.



Statistik hipotezlorin yoxlanilmasinin asas anlayislari

Statistik hipotezlor. Osas va altenativ, sada va miirakkab hipotezlor.

Statistik hipotezlor empirik naticolor vo ya segmo yigim vasitasilo yoxlanilir. Bu
mogsadlo, miioyyan bir qayda ilo smagin xi, Xy, ...... , Xp naticalorinin bas y1igimin paylanma
parametrlori vo yaxud onun paylanma funksiyasinin névii haqqinda hipotez ilo uzlasdigi
vo yaxud onlar arasindaki forqin tosadiifi se¢im mexanizmi ilo bagli olan tosadiifi xota ilo
olagoadar oldugu yoxlanilir. Homin gaydaya, yoni irali siiriilon forziyyonin gobul va ya rodd
edilmosini gostoron qaydaya uzlagsma kriteriyasi deyilir.

Statistik hipotezlorin yoxlanilmasinin asas anlayislari ils tanis olaq.

Irali siiriilon hor bir baslangic hipotezo osas (sifirinci) hipotez deyilir.Osas hipotez
H, kimi isaro edilir.

Osas hipotezo zidd olan har bir hipoteza alternativ (roqib) hipotez deyilir.Alternativ
hipotezi H,kimi isars edilir.

Hipotezlari riyazi olaraq tasvir etmak tigiin hipotezin isarasindon sonra iki noqta (:)
qoyulur vo ondan sonra hipotezin mozmunu yazilir. Masolon, normal paylanmis bas
yigimin riyazi gozlomasi a adadina borabordir asas hipotezi H,:MX =a kimi, “X -bas
yigimi normal paylanmaya malik deyil” alternativ hipotezi iso H,: “X-normal
paylanmaya malik deyil” kimi yazilir.

Hipotezlor sads va miirakkab olur.

Se¢mo y1gimin paylanmasini birqiymatli olaraq toyin edon hipotezs sads deyilir.

Masalon, 1-ci masoladaki hipotezlor sadadir. Clinki burada 2 hal miimkiindiir:p=0,1
peyvand edilmayib; p=0,05 peyvond edilmisdir. Goriindiiyii kimi, paylanma parametrinin
konkret adodo borabar olmasi haqqinda hipotez yoxlanilir, yoni tesadiifi komiyyatin
paylanmasi tamamilo miioyyondir.

Sado olmayan hipotezloro miirokkob hipotezlor deyilir.Miirokkob hipotezlords
parametrin ehtimal edilon qiymotlor ¢oxlugu verilir. 2-ci mosalodaki alternativ hipotezi

H.:b>a ¢oklindo yaza bilorik. Bu miirokkab hipotezdir. Ciinki, P parametri @ -dan boyiik
istonilon qiymoti ala bilor. Miirokkob hipotezlor sonlu vo ya sonsuz sayda sado

hipotezlordon ibaratdir. Masalan, H,:b>a hipotezi, sonsuz sayda sado b=b, (Iok a -dan

boylik istonilon adoddir) hipotezlorindon ibaratdir.

Statistik kriteriyalar.Kriteriyanin miisahida edilon giymoati.

Se¢cmo molumatlarin yoxlanilan hipotez ilo uzlasmasi haqqinda miilahizo tadqiqat
tiglin gotiirtilmiis kriteriyaya goro soylonilir. Belo ki, sec¢ilmis kriteriyaya gore asas hipotez
gobul edilir vo yaxud rodd edilir. Basga sozlo kriterya asas hipotezin qobul vo ya rodd
edilmosi qaydasidir.Adoton kriteriya olaraq se¢moyo osason toyin edilon statistik
xarakteristika gotiiriiliir. Belolikla, kriteriya paylanma funksiyast doqiq va ya toqribi olaraq
malum olan tesadiifi komiyyatdir.

Iki dispersiyanin boraborliyi vo yaxud iki orta qiymotin borabarliyi haqqinda osas
hipotezin dogrulugunu yoxlamagq ii¢ilin kriteriyan1 uygun olaraq dispersiyalarin nisboti vo
secma ortalarin forqi kimi gotiira bilorik



Osas hipotezi yoxlamq {i¢iin kriteriyan1 miixtalif {isullarla toyin etmok olar.Masolon,
bas yi§imin riyazi gézlomosinin verilmis a odadino barabor olmasi hagqinda H,; MX =a

osas hipotezi yoxlamaq lazimdir. X bag yigimindan hacmi n olan x,x,,..x, se¢gmasini
gotiirok. Osas hipotezin dogrulugunu yoxlamaq figilin kriteriya olaragq 6,=x se¢mo

ortasint, 0, =X -« forqini vo yaxud 6, :M normallagdirilmis forqini gdtiirmok
O

olar.Belo toyin olunan tosadiifii komiyyotlor vasitasilo mxtalif uzlagsma kriteriyalar1 alinir.
Secilmis ktiteriyanin segcmoyo osason hesablanmis qiymotino onun miisahido edilmis

qiymati deyilir.Masolon tutaq ki, X bas yigiminin orta kvadratik meyli o =0.5molumdur.

H,:EX =1509sas hipotezinin dogrulugunu yoxlamaq {g¢lin hocmi n=100 olan se¢moyo

osason X =16 secma ortasi tapilmisdir.Onda kriteriyanin miisahido edilon qiymaoti
6, - (16—255)\/1 0 _,q

olar.

Kriteryanin bohran va qabul oblastlari. Bohran noqtalari va

onlarin tayini..

Tutaq ki, osas hipotezi yoxlamaq tigiin 6 kriteriyast sec¢ilmisdir. Secilmis
kriteriyaya uygun olaraq tosadiifii komiyyotin qiymaotlor oblasti kosigsmoyaon iki oblasta
ayrilir: bohran vo hipotezin qabul olunma ( yol verilon) oblastina.

Kriteriyanin qiymaotlor ¢oxlugunun elo S alt coxluguna bohran oblasti deyilir ki,
kriteriyanin miisahido edilon giymoti bu oblasta daxil olduqda osas hipotez radd edilir.
Oksing kriteriyanin qabul oblasti onun giymatlor ¢oxlugunun els alt coxluguna deyilir ki,
kriteriyanin miisahids edilon giymati bu oblasta daxil olduqda asas hipotez qobul edilir.

Kriteriya bir 6l¢iilii tosadiifi kamiyyat oldugu ii¢lin onun qiymatlor oblastt miioyyon
intervala daxildir.Ona gora do bohran va kriteriyanin yol verilo bilon giymatlor oblastlar
da miisyyan intervallardir.Demali, onlar1 bir-birindon ayiran néqtsler vardir.

Kriteriyanin bohran oblastini onun gobul oblastindan ayiran ndqtelors bdhran
noqtalari deyilir.

Bohran oblastlar birtarafli ( sol va sag torafli) va ikitorafli oblastlara ayrilir.

0> 2,5, Zpsn >0 barabarsizliyi ilo toyin edilon oblasta sag torofli , 6<z,,,2,,<0
barabarsizliyi ilo toyin edilon oblasta sol torofli vo 8 <1z,0>12, (z,>z) -borabarsizliklori
ilo toyin edilon oblasta ikitorafli bohran oblast1 deyilir.

Xiisusi halda ikitorofli simmetrik bohran oblast1 ||>z,,, borabersizliyi ilo toyin
edilir.

Indi isa bohran ndqtalorinin va beloliklo, bdhran oblastinin tayini ilo tanis olag.

Bohran ndqtalorinin toyini ehtimali kifayat godor kigik olan hadisalorin praktiki
cohatdon miimkiin olmamas1 prinsipine osaslanir. P@@<S)=«¢ hadisosinin ehtimali kifayat
godor kigik oldugu figiin o, praktiki olaraq mimkiin olmayan hadisodir.Onun
basgvermosini, yoni € e Solmasini asas hipotezin yalan olmasi ilo izah etmok olar.Bu halda
asas hipotez radd edilir.Beloliklo, P@@es)=a sorti kriteriyanin elo qiymatlorini miisyyan

edir ki, bu qiymatlordo asas hipotez rodd edilir, onlar iso béhran oblastini togkil edirlor.Ona



gora do bohran noqtosini tapmaq liclin ohamiyyatlilik saviyyasi adlanan kifayst qoador
kicik o odadi gotiiriiliir vo bohran ndqtasi osas hipotezin dogrulugu sortinde P@eS)=«a
sortindon tapilir.

Sagtorofli bohran oblasti qurmagq tigiin asas hipotezin dogrulugu sortindo kriteriyanin
bu oblasta diismasi ehtimalinin shomiyyotlilk soviyyosino borabar olmasi sortindon istifado
edilir.

P(Z >~ Zbdh) =

Aydmdir ki, P(0<Z <z,,)+P(Z >~ zbdh):%
Buradan D2, )+t = %
vo yaxud
1-2«
Dz, )=—"=
(Zboh) 2

1_22°° barabarliyindon tapilir.

Sagtorafli bohran oblast1 Z > z,,,, kriteriyanin qobul oblasti isa Z < z,,, barabarsizliyi

Beloliklo, sagtorafli bohran noqtasi o(zs) =

ils toyin edilir.

Ikitorofli béhran oblasti qurmagq iigiin asas hipotezin dogrulugu sortinds kriteriyanin
bu oblasta diismasi ehtimalinin shomiyyatlilk soviyyasino barabor olmasi sortindon istifads
edilir.

(24
P(Z < Zyppp0n) = o
a
P(Z > Zopypn) = 3
Z - normal tosadiifii tosadiifii komiyyst oldugu {i¢iin onun paylanmasi sifra nazoron
simmetrikdir.Onda bohran noqtslari da sifra nazaron simmetrikdirlor.
Beloalikla, ikitorafli béhran oblastin1 vo kriteriyanin gobul oblastini qurmaq iigiin
sagtorafli bohran ndqtasini tapmaq kifayotdir.Ehtimal nozoriyyasindon molumdur ki,
P0<Z=<2)=d(z)
Z-in paylanmasi sifra nozoron simmetrik oldugu {igiin onun (0,,0) intevalina

diismoasi hadisasinin ehtimali %olar.Onda ehtimallarin toplanmasi ganununa gors

P(0<Z <z,,)+P(Z ~ Zbdh):%
Demali ,
1
q)(zbbh)+ % = E
l-a

Beloliklo,  ®(z,,)= -

Ikitorofli bohran oblasti |Z| - z,,,, kriteriyanin qobul oblast1 iso [Z|< z,,,borabarsizliyi
ilo toyin edilir.



Soltarafli béhran noqtasi  P(Z > z,,,) = ,z,,, =0 sortindon tapilan sagtorafli bohran
1-2a

noqtosing simmetrikdir.Soltoraofli bohran noqtesini tapmaq iiglin -~ avvalco  @(zg) =

boraborliyindon z; tapilir vo soltorofli bohran ndqtosi -z gotiriiliir.

Solarafli bohran oblastt Z <z, kriteriyanin gobul oblasti iso Z > z,,, borabarsizliyi
ilo tayin edilir.

Har bir kriteriyanin béhran ndqtslori cadvali islonib hazirlanmigdir.

Bohran ndqtesi tapildigdan sonra kriteriyanin miisahido edilon qiymati hesablanir.
pes olarsa, onda H, asas hipotezi rodd edilir. Oks halda onu rodd etmoyo heg bir osas

yoxdur.,

Birinci va ikinci nov sahvlar. Kriteriyanin giicii.

Tosadiifi segmo sonlu oldugundan vo real voziyysti tam oks etdiro bilmadiyindon
statistik hipotezin onun vasitasila yoxlanilmasi zamani sahv gorar qabul olunmasi istisna
edilmir.Olavo segcma ola bilsin ki, “ugurlu” olmasin va onun asasinda aldo olunacaq
molumat yalan olsun.Bu xiisusiyyat statistik yoxlamanin shomiyyatini azaltmir, oksina,
hipotezlorin statistik yoxlanmasi imkan verir ki, sohv qgorarin gobul olunmasi ehtimalini
hesablamaq miimkiin olsun vo bu ehtimal na qadar ki¢ik olsa, onda qurulan kriteriya sohvo
yol vermoni azaldir.

Yuxarida deyilonlordon aydin olur ki, hipotezlarin yoxlanilmasi miiayyan ehtimalla
sohv gorarin gobul edilmasi ilo olagadardir. Statistik hipotezlor yoxlanilan zaman iki név
sohv buraxila bilor. ©gar asas hipotezin dogrulugu sartinds onun radd edilmasi haqginda
gorar gobul edilirsa, onda buraxilan bu ciir sahva, birinci név sahv deyilir. Bagqa sozlo,
birinci név sohv dogru olan asas hipotezin rodd edilmosidir. Belo sohvlor a =P, (9 <S)

chtimali ilo xarakterizo edilir.Alternativ hipotezin dogrulugu sartinds asas forziyys gobul
edildikdo do sohv buraxilir. Bu ciir sohvo ikinci ndv sohv deyilir.lkinci ndv sohvin
buraxilmasi dogru olmayan hipotezin gobul edilmosidir. Ikinci nov sohvler g= P, (9 eS )
chtimal1 ilo xarakterizo edilir.

Aydindir ki, diizgiin gorar iki halda ola bilar.

Codval 1.

Birinci vo ikinci nov sohvlorin yaranma sortlori

Yoxlanilan  hipotezin  miimkiin
Hipotezin hallan.
yoxlanilmasiin | Hohipotezi H, hipotezi
noticalori dogrudur dogrudur
Hipotez rodd|Birinci nov|Dlizgiin qarar
edilir sohv
Hipotez Ikinci nv sohv
gobul edilir Diizglin gorar




Birinci nov sohvin buraxilma ehtimalina ohomiyyatlilik soviyyssi deyilir .Basqa
sO0zlo, ohomiyyotlilik soviyyosi dogru olan osas hipotezin rodd edilmo ehtimalidir:
a=P, (0S)=P, (H,)

Praktiki masalolorin hoallinds o shamiyyatlilik saviyyasinin 0,1; 0,05; 0,01; 0,001
giymotlorindon istifade edilir. Iqtisadi todqgigatlarda shomiyyatlilik saviyyssinin 0,05 vo
0,01 standart saviyyalorindon istifado edilir.

Ohomiyyatlilik saviyyassi avvalcadon verilir. Ohomiyyatlilik soviyyesinin « -ya
barabar olmasi o demokdir ki, 100 haldan, 100« halda birinci név sahv buraxila bilar,
yani dogru olan hipotez rodd edilo bilor. & na godor kigik olsa belo 6-nin S oblastina
diismosi hadisasinin Kkifayat godor kicik echtimalli olmasina baxmayaraq, o miimkiin
olmayan hadiss deyil.Ona goéra do H, asas hipotezinin dogrulugu sortinds ¢ -nin qiymati S

oblastina diiso bilor. Bu halda Ho hipotezini radd edorok, biz ehtimali « ohamiyyatlilik
saviyyasi ilo dlgiilan birinci ndv sahva yol veririk. o -nin  Kigilmasilo birinci név sohvin
buraxilma ehtimali Kigilir vo bohran oblasti daralir.Beloliklo, asas hipotez dogru
olmadiqda belos, 6-nin miisahidos edilon giymatinin bohran oblastina diismosi az ehtimall
olur. «=0 olduqda iso kriteriyanin miisahido edilon qiymotindon asili olmayaraq osas
hipotez homso qabul edilocokdir.Ona gora do «-nin Kigildilmasi ikinci név sohva, yoni
dogru olmayan hipotezin qobul edilmosi hadisesinin ehtimalinin artirilmasina gotirib
cixXarir. Bu monada, birinci va ikinci ndv sohvlor raqibdir.

Oksoar hallarda gostarilon sahvlarin naticalari eyni deyildir. Bela ki, sohvlordon biri
daha ehtiyath gorarin, digari iso he¢ bir asas1 olmayan qorarin gabul edilmasina gatirib
¢iXarir. Hanst nov sohvin buraxilmasinin “yaxsi” vo ya “pis” olmasi masalonin konkret
qoyulusundan vo osas forziyyonin mozmunundan asilidir. Masolon, agor mohsulun
keyfiyyoti haqqinda osas forziyys yoxlanirsa vo birinci ndv sohv buraxilibsa bu zaman
yararlt mohsul qiisurlu mohsul kimi gabul edilir. ©ksina ikinci név sohv buraxilibsa, biz
istehlakgilara qiisurlu mohsul gondoririk. Gorlindiiyti Kimi, bu halda ikinci név sohvin
noticasi daha ciddi shomiyyat Kasb edir.

Hor iki sohvi aradan qaldirmaq miimkiin olmadigina gora har bir konkret masaloda
bu sahvlardan irali golon itkini minimallagsdirmaga calisirlar. Olbatta, yaxsi olar ki, eyni
zamanda har iki sohvin buraxilma ehtimali Kigik olsun, lakin onlar raqib olduguna gora
sohvlardon birinin buraxilma ehtimalinin Kigildilmasi, digar sohvin buraxilma ehtimalini
artirtr. Ona gora do har bir konkret halda kompromis qorar ¢ixarmaq lazimdir. Oksar
hallarda se¢gmanin hacminin artirilmasi eyni zamanda har iki sohvin buraxilma ehtimalinin
Kigildilmasinin yegans yoludur.

Alternativ hipotezin dogrulugu sortindo kriteriyanin bohran oblastina diismasi
ehtimalina, yoni alternativ hipotezin dogrulugu sortindo osas hipotezin rodd edilmo
ehtimalina kriteriyanin giicii deyilir.

Ikinci név sohvin buraxilma ehtimalina, yoni dogru olmayan hipotezin qobul
edilmasi ehtimalina kriteriyanin giicii deyilir vogilo isara edilir.“ikinci ndv sohv

buraxilmigdir” hadisasinin ehtimali A oldugundan onun tamamlayani olan “ikinci nov
sohv buraxilmamisdir” hadisasinin ehtimali 1- polar.Buradan aydin olur ki, kriteriyanin

giicii ikinci nov sohvin buraxilmamasi hadisosinin ehtimalidir.
Kriteriyanin giliclinlin ~ artmas1 ilo ikinci ndv sohvin buraxilma ehtimali
kicilir.Demali, kriteriyanin giicli na gadar ¢ox olarsa, ikinci nov sehvin buraxilma ehtimali



bir o gader kicik olar.Belslils, shomiyyatlilik soviyyasi seg¢ildikdon sonra bohran oblasti
elo qurulmalidir ki, kriteriyanin giici maksimal olsun.Bu tolobin 6donilmasi ikinci nov
sohvin buraxilma ehtimalinin minimalligini tomin etmolidir.

Statistik. hipotezlorin yoxlanilmasinin iimumi sxemi

Istonilon statistik hipotez yoxlanilarken asagidaki morholalor yerino yetirilmolidir.

1.Tadqiq edilon masals statistik hipotez soklindo diiriist ifado edilmalidir.

2.9sas va alternativ hipotez se¢ilmolidir. Alternativ hipotezin novii adoton todqiq
edilon mosalonin mahiyyatine asasen miioyyan edilir.Masalon, mohsulun 5%-nin zay
(qiisurlu) olmast haqqinda H,:p=0,05 asas thipotezi yoxlanilarsa, onda alternativ hipotez
H,:p>0,05 soklinda secilmalidir. Ciinki, qiisurlu olma faizi 5-don kigik oldugda, mahsul
onsuz da keyfiyyatli mohsul kimi gobul edilacakdir.

3. a - oshamiyyatlilik saviyyasi miiayyan edilmoalidir.

4. ©sas vo alternativ hipotezin xarakterindon asili olaraq, birtarafli vo yaxud
ikitorofli bohran oblasti segilmolidir. Ogor miirokkab alternativ hipotez H,:6, =6,
soklindadirse,bizi oyranilon ¢ parametrinin  @,-don har iki torofo konarlagmasi
maraqlandirdigina goro 6<6, vo 6>0, ikitorofli bohran oblasti qurulur. Alterpativ hipotez
H,:0 <@, soklindo olduqda sol torofli, H,:6>6, olduqda iso sag torofli bohran oblasti
secilir.

5.Qiymatlarine asason hipotezin dogrulugu haqqinda fikir soylomok miimkiin olan
statistika secilir. Statistika olaraq se¢cmonin elmentlorindon asili olan istonilon funksiya
gotliirmak olar. Goriindiiyii kimi, hor hansi bir hipotezi yoxlamaq Ttg¢iin miixtalif
statistikalar segcmok olar. Secilmis statistikanin hipotezin yoxlanilmasi kriteriyasi kimi
gobul edilmasi {iglin o bir sira optimalliq (yerinidoyismozlik, asasliliq va effektivlik)
sartlorini 6domalidir.

Yerinidoyismozlik xassosi osas hipotezin gobul oblastinin simmetrikliyini tomin
edir.Osasliliq xassasi paylanmanin morkaz otrafinda daha yigcamliligini tomin edir. Bu iso
verilmis o shomiyyatlilik soviyyssindo ikinci név sohvin buraxilma ehtimalini kigildir.
Effektivlik xassasi digar barabor sartlor daxilinds birinci va ikinci név sahvin ehtimalinin
kicildilmoasina imkam verir.

6.Secilmig kriteriyanin paylanma ganunu miioyyon edilmoalidir. Qeyd edok ki, bu
marhala riyazi cohatdan hipotezlorin yoxlanilmasinda an ¢atin marhaladir.

7. Kriteriyanin molum paylanma ganununa asason bohran oblastinin néviino uygun
olaraq miivafiq tonliklorindon béhran néqtslari tapilmalidir.

8. Hocmi nozords tutulan segmo gotiiriilmali vo ona asason kriteriyanin miisahido
edilon giymati hesablanmalidir.

9. Statistik hipotezin yoxlanilmasi qaydasi ifads edilir vo bu gaydaya asason statistik
gorar gobul edilir. Belo ki, agor kriteriyanin miisahido edilon giymoti bohran oblastina
diisiirso, onda osas hipotez segmo molumatlarla ziddiyyat toskil edir vo ona gora do rodd
edilir. Kriteriyanin miisahido edilon giymoti gobul oblastina diisdiikdo iso asas hipotez
gobul edilir. Ciinki, o se¢gmo molumatlarla ziddiyyat toskil etmir.



Qeyd edok ki, yoxlamilan hor bir hipotez {iglin uygun kriteriyalar iglonib
hazirlanmisdir.

Kriteriyanin qurulmasi ii¢iin on ¢ox normal, Styudent, Fiser- Snedekor va Pirson
statistikalarindan istifado edilir.

Alamoatin hissasi haqqinda hipotezlalarin yoxlanmasu.
OAlamoatin hissasinin standartla muqayisasi.

Tutaq ki, hor hansi olamotin r hissosinin bas yi§imda miioyyon a komiyyatino
barabar olmasi haqqinda H,: p = p, asas hipotezini yoxlamaq lazimdir. Alternativ hipotezi

H, : p = p,sokilindo gobul edok. Osas hipotezi yoxlamaq li¢lin bas yigimdan hocmi n olan
secmo gotiirok. Tutaq ki, n elementdon s, saydasi olamato malikdir. Onda slamatin hissasi

%” olar.  Muavr-Laplasin inteqral teoremna gora %” statistikasi (p\/?] parametrli

S Y

n —_ Sn B np

\/ﬁ Jnpg
n

parametrli asimptotik normal kamiyyatdir.

s, —Np

vnpq

statistikasi (0,1) parametrli asimptotik normal kamiyyatdir.

asimptotik normal kamiyyastdir.Onda 6 =

normallasdirilmis statistikasi (0,1)

Osas hipotezi yoxlamaq li¢lin 6 = statistiksindan istifado edok.Osas hipotezin

Sy — Po
v NPGo

Bohran oblasti ikitaraflidir.Ona gora do, verilmis o shamiyyatlilik saviyyasi {iciin

Laplas funksiyasmin giymotlori cadvalindon (D(@bﬁh):l_—a

dogrulugu sortinds 6=

miinasibatindon bohran

noqtasini tapiriq.
Beloliklo ‘Hm

i85 0 radd edilir.
Indi iso forz edok ki, alternativ hipotez H,: r > @ gsoklindadir. Bu halda bdhran

oblast1 sagtoraflidir vo bohran néqtasi
1-2
®(0b6h) = Ta
sortindon tapilir. Beloliklo 6, <6, oldugda H, hipotezi qobul edilir, 6, > 6,,,0lduqda iso
rodd edilir.

Alternativ hipotez H,: p=<a soklindo olduqda CD(z)zl_Ta sortindon z, =z

<0,,, oldugda H,: p=p, asas hipotezi gabul edilir, - 6,,,0ldugda

em[],v

Us

sag.béh
sagtorafli bohran noqtasi tapilir va z
em[LS

159 asas hipotez rodd edilir.

=—Z,0non qobul edilir.

sol.bu

> —6,s,0lduqda osas hipotezi rodd etmoys heg bir osas yoxdur. ., <—6,,,0ldugda



Iki yigimda alamatin hissalari hagqinda hipotezin

yoxlanilmast.
Tutaq ki, birinci yigimdan hocmi n, ikinci yigimdan iss hacmi molan se¢gma
alinmigdir vo n elementdon s -i, m elementdon iso s, -1 olamoto malikdir.Onda birinci

yigimda olamotin basvermo tezliyis—”, ikincci yigimda iso Sn olar.
n m

H,:p,=p,=p, basqa sozlo "hor iki yigima olamatinin hissosi p olan eyni bas
yigimdan se¢gma kimi baxmaq olar." asas hipotezini yoxlamagq tolob edilir.

Osas hipotezi se¢gma tezliklor arasindaki forqin tesadiifi secmo mexanizmi ilo
olagadar oldugunu goabul edir. Ona gors da bu ciir hipotezlori alamatin hissalori hagqinda
va yaxud onlar arasindaki forqin oshomiyyatliyi haqqinda forziyyalor do adlandirirlar.

Osas hipotezi yoxladigda boylik vo kigik segmolori forglondirmok lazimdir.

1.Boyiik segmolor. (n>30) %”Va%m statistikalar1 miivafiq olaraq (p‘/%] &)

( [ /ﬂ] parametrli assimptotik normal paylanmaya malikdirlor. 6= %” - %‘“ statistikasinin
m

riyazi gozlomasini va dispersiyasini hesablayaq:

E@:E[S—"—S—mszs—n—Es—mz p-p=0
n m n m
DO = D[S—"—S—mjz D24 pin - pq(1+£j _ pg(n+m)
n m n m n m nm
(%% m
0— n m
Vpa(n-+m)

normallagdirilmig statistikas1 asas hipotezin dogrulugu sortindo, yoni p,=p,=p
oldugda (0,1) parametrli asimptotik normal komiyyatdir. Namoalum p erhimalinin onun

p= S0t Sn qiymaotlondirmasile ovoz edok.

n+m
H,: p, = p, = posas hipotezini yoxlamaq ii¢iin
(%=
p_\n_m
Jpa(n+m)
Belalikls, kriteriyanin miisahids edilon qiymati
(%% om
6, = n m
\/sn +s, (1_ S, +5, j(n+ m)
n+m n+m

olar.



Bohran oblasti ikitoraflidir.Ona gora do, verilmis o shomiyyatlilik saviyyesi Laplas

funksiyasmin giymeotlori cadvalindon  ®(4,,,)= =& iinasibotindon bohran noqtasini
tapiriq.
Beloliklo  |6,,|< 6, Oldugda H,:p,=p,=p osas hipotezi qobul edilir, |6, |> 6.,

olduqgda iso o rodd edilir.
Indi iso farz edok ki, alternativ hipotez H,:p, >~ p, soklindadir. Bu halda béhran

oblast1 sagtoraflidir vo béhran ndqtasi
1-2«a
q)(gbbh) =T 5

sortindon tapilir. Beloliklo 6, <#,,, oldugda H,: p, = p, = phipotezi qobul edilir, 6, > 6,
olduqgda iso radd edilir.

Alternativ hipotez H,:p, <p, soklindo olduqda @(z):l_Ta sortindon z, =z

sag.béh
sagtorafli bohran ndqtasi tapilir vo z
o

muys

solbu — _Zsag'.bbh quUI edllll'.

> —6,s,0lduqda osas hipotezi rodd etmoya heg bir osas yoxdur. ,,, <—6,,,0ldugda
159 asas hipotez rodd edilir.

(%% m
2.Kigik se¢molor (n<30). Aydindir ki, kicik secmolor iigin 6=~"_T
Jpa(n+m)

statistikasinin normal paylanmaya malik oldugunu qobul etmok olmaz. Bu halda asas
hipotezi yoxlamagq ti¢iin “Xi-kvadrat™ Kriteriyasindan istifads edilir. Hor iki segmonin eyni
bas yigimdan gotiiriildiiyiinu gobul edib,  pn,(L— p)n, pm,(L— p)m nozori tezliklorini

hesablayaq va p-ni onun p = % qiymatlondirmasi ilo avoz edok. Onda
+

o) (05,0 ph) | () | (n-5, - p))
pn (1-p)n pm (1-p)m

Dord nozari tezlik arasinda ti¢ asili olmayan miinasibat olduguna goro onlardan biri
sorbastdir. Bu iso o demokdir ki, «xi-kvadrat” paylanmasinin sorbastlik dorocasi vahido
borabordir.

z°-m ifadoesindon goriindiiyti kimi osas hipotezin dogrulugu sortindo nozori vo
faktiki tezliklor arasindaki forqi yalniz tosadiifi segmomexanizmi ilo baglamaq olar.
Verilmis @ ohomiyyatlilik soviyyasina va k=1 sorbastlik daracasino gora “Xi-kvadrat”

paylanmasinin bohran noqtolori codvalindon *s bohran ndqtesini tapiriq vo Kriteriyanin

2
Kwm qiymatini hesablayiriq.

X > x5 oldugda osas hipotez rodd edilir, X< %8 olduada iss onun gobulu hagqinda
qorar gobul edirik.

Orta qgiymoatlor haqqinda hipotezlarin yoxlanilmast.



Secma ortanmin hipotetik orta ilo miiqayisasi haqqinda hipotezin

yoxlanmasi.
Tutag ki, X bas yigiminin orta giymatinin miiayyan bir a adadina barabar olmasi
haqqinda H,:EX =a osas hipotezini yoxlamaq lazimdir. Osas hipotezi yoxlamaq {icilin

kriteriya segorkon bdyiik vo kicik segmolori forqlondirmok lazimdir.
1.Boyiik segmolor (n>30).
a) Bas yigimin dispersiyast molumdur.
Hipotezi yoxlamaq mogsadilo X bas yigimindan hocmi n olan segmo gotiirok vo

x-1 Z X, se¢mo ortasini hesablayaq.Osas hipotezi yoxlamagq iigiin
n i=1

7 = ()? — a)‘/ﬁ
DX
kriteriyasindan istifado edok. Aydindir ki, z<N(0y) olar. Tutaq ki, alternativ hipotez

H,:EX #a soklindodir. Bu halda bohran oblasti ikitaroflidir. Bohran noqgtslorini
D(z,,) = 1_Ta sortindon tapiriq

\zmué, = z,,, Oldugda asas hipotez rodd edilir, oks halda iso onu rodd etmoys heg bir

asas yoxdur.
Alternativ hipotez H,:EX =a soklinds olduqda sagtorafli bohran noqtasi

1-2
(D(Zbdh) = 2 =

sortindon tapilir. Z, >z, oldugda osas hipotez o shomiyyatlik soviyyasi ilo rodd edilir.
Zs < Zs, Oldugda iso qobul edilir. Bu iso 0 demakdir osas hipotez tojriibi verilonlorlo
uzlasir, yoni se¢mo ortanin iimumi ortadan konarlasmasi se¢monin tosadiifi xotalariin
natijosidir.

1-2«

Tutaq ki, alternativ hipotez H,:EX <a soklindadir. Bu @(z,,,)= sortindon

sagtorafli bohran ndqtasi tapilir vo onun oksi soltorafli bihran ndqtasi olaraq qabul edilir.
Z s > e 0lduqda osas hipoez qobul edilir. Z , <z, olduqda iso o rodd ediuir.

b) Bas y1gimin dispersiyas: namolumdur.
DX molum olmadiqda asas hipotezin yoxlanilmasinda baxilan kriteriyadan istifado

etmak olmaz. Markazi limit teoremina asasen segma orta asimptotik normal paylanmaya
malikdir. Ona goro do boyiik n-lor ii¢lin (n>30 oldugda) DX -i onun yerinidoyismoayan
s?2 :iZ(Xi -x)2 secmd qiymatlondirilmasi ilo avoz etmok olar. Bu halda kigik segmoalor
ugun

T:Jﬁ(i—a)
S

statistikasindan istifado etmok daha mogsodo uygundur.T statistikasi sarbastlik doracasi v
= n-1 olan Styudent paylanmasina malikdir. Kriteriya se¢ildikdon sonra asas hipotez eyni
ilo DX dispersiyasi molum olan hal kimi yoxlanilir.



Orta qiymatlarin miiqayisasi hagqqinda hipotezin  yoxlanilmasi
Dispersiyalar malum olan hal.Laplas kriteriyas.

Tutag ki, X vo Y bas yigimlardir vo onlarin orta giymatlorinin barabarliyi haqqinda
H,:EX =EY osas hipotezini yoxlamaq lazimdir. ©vvalco forz edok ki, DX vo DU
dispersiyalar1 moalumdur. X bas yigimindan hocmi n; olan x,x,,..x, se¢masini, Y
yi1gimmindan iso hacmi nyolan y,,y,....y, se¢mosini gotiirok. Bas y1gimlarin segma ortalarini

Vo segma dispersiyalarini uygun olaraq X ,s?ve ¥ ,s2 kimi isaro edok.

Aydmndir ki, Ex =EX vo EV =EU. Se¢molor asili olmadigma goéra X Vo Y
komiyyatlari da asili deyillor. Demali,

D(X -¥)=DX + Dy = 2X , 2

L)
olar.
osas hipotezi yoxlamagq ii¢lin
. X-yY Xy
- /DX -v) _\/DX+DY
L

kriteriyasindan istifado edok. Bu kriteriyaya Laplas kriteriyas1 deyilirsOsas hipotezin
dogrulugu sartinds z eN(0y) oOlar.

Znormal tosadiifii tosadiifii komiyyat oldugu ii¢iin onun paylanmasi sifra nozoron
simmetrikdir.Onda bohran noqtslari da sifra nazaron simmetrikdirlor.

Belaliklo, ikitorafli bohran oblastini vo kriteriyanin qobul oblastini qurmaq {igiin
sagtorofli bohran noqtasini tapmaq kifayotdir.Ehtimal nazariyyasindon malumdur ki,

P(0<Z<2)=d(z)
Z-in paylanmasi sifra nozoron simmetrik oldugu {igiin onun (0,:0) intevalina

diismoasi hadisasinin ehtimali %Olar.Onda ehtimallarin toplanmasi ganununa gors

P(0<Z < z,,)+P(Z ~ Zbdh):%
Demoali ,
1
q)(zbbh)+ % = E
l-a

Beloliklo,  ®(z,,)= -

Ikitorafli bhran oblasti [Z|> z,,, kriteriyanin gobul oblast1 isa |Z < z,,,| borabarsizliyi
ila tayin edilir.

Beloliklo, X vo Y bas yi@imlarinin DX vo DY dispersiyalart molum olduqgda
H,:EX = EY hipotezini yoxlamaq iigiin asagidaki qaydani alariq.

Qayda. Alternativ hipotez H,:EX =EY olduqda, o doqiqlik soviyyossino goro
Laplas funksiyasi giymatlori codvelindon



1-a
qD(Zs):T

barabarliyine osasen z; noqtesini tapiriq. [zy|<zs olduqda osas hipotezi qobul edirik.
|zm|>Z5 olduqda iso asas hipotezi rodd edilir.

Bu halda sagtorofli bohran oblasti qurmaq ti¢lin osas hipotezin dogrulugu sortindo

kriteriyanin bu oblasta diismosi ehtimalinin ohomiyyatlilk soviyyasino borabor olmasi
sortindon istifads edilir.

P(Z ~ Zbo‘h)= x

Aydindir ki, P(0<Z < z,,)+P(Z > zbéh)=%
Buradan D(2,5,)+a = %
vo yaxud
1-2«
»(z,. )=
(Zboh) 2

Beloliklo, alternativ hipotez Hi:EX>EU oldugda bohran noqtosi <1>(z§)=1_22°‘

boraboarliyindon tapilir.

Alternativ hipotez Hi:EX<EU olduqda soltorafli bohran oblasti qurulur.Soltorafli
bohran noqtasi  P(Z - z,,,)=a ,z,,~0 sortindon tapilan sagtorafli bohran ndqtosing
simmetrikdir.

Belolilo, soltorofli béhran noqtesini tapmaq {iclin avvalca <1>(z§)=1_22°‘
borabarliyindon z; tapilir vo soltorafli bohran ndqtasi -z gotiriiliir.

Dispersiyalar malum olmayan hal.Styudent kriteriasi

Indi iso X vo U bas yigimlarinin dispersiyalart molum olmayan hala baxaq .Forz
edok ki, DX=DU=¢?

Osas hipotezi yoxlamagq ii¢iin
T Xy Ny (g +np —2)
V-8 +(np-pf VN
kriteriyasindan istifado edok.Bu kriteriyanin paylanma ganunu asagidaki teorem
vasitosi ilo verilir.
Teorem 1. Tutaq ki, X bas yigimindan hocmi n, olan x_, x

XY bag yigimindan

211

iso hocmi n, olan Y,Y,,..Y, toasdiifi se¢imi almmugdir. Forz edok ki, X :ii X, ;

n, =
Y_:iiYi ; S>2< = L i(xi _)?)2; Sy = ! i(Yi _Y_)2 X Xgen X,
n, i= n -1 n, -1z
Onda
T X-Y .\/nl-nz(n1+n2—2)
1/nle+I’IZS§ n, +n,

komiyyati sarbastlik darajasi n, +n, —2 olan Styudent paylanmasina malikdir.
[sbati.



X_a:o; DX—a:1
(o) (e)

M

oldugu tiglin naticasino goro M e N(0,1) olar.Eyni sababdon

O
(Y —apn
O
olar.
2 2
nlsx Vo niSy

2 2
(o) (&)

komiyyotlori sorbostlik dorgjolori uygun olaraq n;-1 vo ny- 1 olan “Xi-kvadrat”
paylanmaya malikdirlor. Se¢imlor asili olmadiglar li¢iin

XY N[O;i+iJ vo yaxud XV | e N(0,)) olar. Digor torofdon
\'n, +n,

Molum teorema gora

o n n, o
%(nlsx2 +n,S?) jomi sarbastlik dorajosi n, +n, -2 olan %~ paylanmaya malikdir va X -,

n,Sy +n,S; komiyyatlori asil1 deyillor.

Beloliklo, Styudent paylanmasinin torifino osason T komiyyatinin sorbastlik dorajosi
n +n,—2 olan Styudent paylanmasina malik oldugunu deys bilorik.

Belaliklo o daqgiglik saviyyasi ilo orta giymatlarin barabarliyi haqqindaH, : EX = EY

osas hipotezini yoxlamaq {i¢iin asagidaki qaydani aliriq.
Qayda 1. Doqiglik soviyyassi o verildikdo vo alternativ hipotez H,:EX = EY
sokilinds oldugda H,:EX =EY asas hipotezini yoxlamaq tgiin kriteriyanin T\, miisahido

edilon giymotini ytsablayiriq. Ikitorafli bdhran oblasti 9sas hipotezin dogrulugu sortinda
kriteriyanin bu oblasta diismosi ehnimalinin verilmis shomiyyatlilk soviyyosino borabor

olmasi sartindan tapilir.Bu halda sol va sagtorafli bohran noqtalari
(04

P(T = tsol.t ) = %’ P(T = tsag’.t): E
sartlorindan tapildiqda kreiteriya daha giiclii olur.
Styudent paylanmasi sifra nozeron simmetrik oldugu tgiin sagtorafli t,(k)bohran
noqtasini tapmaq kifayatdir.

T..|<t,(k) oldugda osas hipotezi rodd etmoyo heg bir osas yoxdur ~t,(k)

Tm Us

olduqda iso asas hipotez rodd edilir.
Qayda 2. Alternativ hipotez H;:EX>EU olduqda bdohran oblasti asas hipotezin
dogrulugu sortindo kriteriyanin bu oblasta diigmasi ehnimalinin verilmis ohomiyyatlilk
soviyyosina barabar olmasi sortindon tapilir:
P(T -ty )=
olduqda ssas hipotezi gobul edirik, T , >t

mily sag.t

tapilir. T, <t oldugda isa radd edilir.
Qayda 3. Alternativ hipotez H;:EX<EU oldugda avvalco gayda 2-y asason t,,,

tapilir vo solterafli bohran noqtesi ty,, =-t., kimi gotirilir. T, >-t., oldugda asas

hipotezi rodd etmays heg bir osas yoxdur. T, <-t.., oldugda iso hipotez rodd edilir.



Orta giymetlorin boraborliyi haqqinda osas hipotezi Styudent kriteriyasina asason
yoxlayarkon avvalca bas yigimlarin dispersiyalariin barabarliyine amin olmaq lazimdir.
Ogor dispersiyalarin miiqayisasi zamani onlarin shomiyyatli dorocads forglondiyi agkar
olarsa, onda Styudent kriteriyasinin komayilo orta giymatlori miigayise etmok olmaz. Belo
ki, se¢molor dispersiyalar1 borabor olan bas yigimlardan gotiiriildikdo Styudent
paylanmasi ancaq sorbastlik doracosindon asili olur. Dispersiyalar moalum olmadiqda bu

2
paylanma sorbestlik dorocasi ilo yanasi namolum 2L nishotindon do asilidir. Beloliklo
)

noticonin sohvi orta giymotlorin vo dispersiyalarin miiqayisoesi haqqinda hipotezlorin
sohvlorinin miirokkob kombinasiyasindan ibarotdir. Bu ciir hallarda orta qiymsotlorin
baraborliyi hagqinda H,: EX = EY asas hipotezini yoxlamaq li¢iin

T XY

2 2

S S
S x Y
ng Ny

kriteriyasindan istifade etmok moagsadouygundur. T-kriteriyas: sorbastlik doracasi

2

sz s?

[X+y

Ny Ny
K=
2

) (s

o n2

n -1 + n,-1
kimi toyin edilon Styudent paylanmasina malikdir. Qeyd edak ki, ixtiyari n; Va n, liciin
min(n; -1: n, -1)<k<n;+n,-2

Osas hipotezin yoxlanilmasi yuxaridakina anoloji olaraq aparilir.

Astl secmalar haqqinda hipotezlarin yoxlanilmasi

Statistik hipotezlorin yoxlanilmasinda el hallara rast galinir ki, bu zaman miiqayisa
edilon se¢molora asili olmayan se¢molor kimi baxmaqg olmaz. Masalan, anonavi va yeni
yem payimnin mal-qaranin moahsuldarhigina tasiri eyni mal-qara qrupu tizarinds yoxlanila
bilor, iki név omtosys tolobat eyni magazada Oyronilo bilor, hor bir is¢inin amok
mohsuldarlig1 saviyyasi yeni texnologiyanin tatbigindon avval vo sonra miioyyon edilo
bilar, ana inaklarin va qiz inoklarin moahsuldarlig1 miigayisa edilo bilor va s. Gostarilon bu
misallarin hor biri asili segmolorin miiqayisasi haqqinda farziyyslorin yoxlanilmasina
aiddir. Tobii ki, asili olmayan segmolar li¢iin avvalki paraqraflarda 6yronilon metodlar bu
halda totbiq edilo bilmoz. Ciinki, homin metodlarin totbiqi se¢molorin asili olmamazliq
sortino asaslanir. Asili segmoalor haqqinda hipotezlori yoxlamaq {igiin asagida gostarilon
kriteriyadan istifads etmok olar.

Hor bir miisahido obyekti ii¢lin iki X vo y gostaricisini (masalon, ananavi va yeni
yem payina gora mal-qaranin mohsuldarligini) qeyd edok. Miisahidonin noticasini

YoV Youedd Yn
Kimi isara edok. Demoli (X;; Vi,), i=1,2,...,n asil1 ciitlor ardigilligidir. ©gor dyranilon amil
ancag X vo ya y alamaotino tosir edirso, onda X; vo y; arasinda shomiyyatli forq miisahido
edilocokdir. Bu forqin tosadiifi konarlasmalar vo ya Oyronilon amilin tosiri hesabina



olmasint miioyyan etmok {iigiin Kriteriyani segok. di=X;-y;, 1= 1,2,...,n isara edok. Onda ciit
miisahidalor forqinin umumilasdirici Komiyyati olaraq
4T
n

gotiirmok olar. Aydindir ki, d no godor Kigik olarsa miisahidslor forqinin bir o qoder Kigik
olmasi haqigoatouygun olar. Ona gors do asas forziyyoni, Hg: d=0
alternativ forziyyoni iso
Hl(l) :d <0; Hl(z) :d <0, H1(3) :d=0
soklinda gotiira bilorik. Osas hipotezi yoxlamagq tigiin

T= @ statistikasindan istifada edok. Burada
g2 _2.(di~ d)*

n-1
diizoldilmis dispersiyadir.
Ogor bas y1gim normal paylanmaya malikdirso asas hipotezin dogrulugu sortindo

T:dJﬁ
S

statistikas1 sarbastlik daracasi k=n-1 olan Styiident paylanmasina malikdir. Kriteriya toayin
edildikdan sonra asas hipotez avvalki paraqraflarda oldugu kimi yoxlanilir.

Dispersiyalarin barabarliyi haqqinda hipotezin yoxlanilmasi. Fiser-

Snedekor kriteriyasi.

Tacriibado dispersiyalarin miigayisasi hagqinda hipotezlorin yoxlanilmasina tez-tez
tosadiif edilir. Belo ki, 6l¢ii cihazlarmin keyfiyyati 6yronilorkon onlarin dispersiyalari
miiqayisa edilir, yeni texpologiyanin tatbigindan ovval vo sonra istehsal prosesinin
stabililiyi tahlil edilorkon mohsul istehsalindaki konarlagsmalar orta kvadratik konarlasma
ilo dlgiiliir. Iki bas yigimin hor hansi bir olamoto goro (moesalen, is stajina, ixtisas
doracosine Vo s) birincinsliyi yoxlanilarkon do dispersiyalar miiqayiso edilir. Bas
yigimlarin orta qiymotlori haqqinda forziyyslor yoxlanilarkon onlarin oksar hallarda eyni
dispersiyaya malik olduqlart gobul edilir va s.

Tutag ki, X vo Y normal paylanmis bas yigimlardir. Onlarin dispersiyalarinin
baraborliyini yoxlayaq. Bu mogsadls X bas yigimindan hocmi n olan  x,x,,..,%,, Y bas

yigimindan isa hacmi molan vy,,vy,,...,y,, segmasini gotiirak.
Osas hipotezi H,: DX = DY, alternativ hipotezi i iSoH, : DX = DY soklinda gotiirak.
Owvalca farz edok ki, EX va EY orta giymatlori malum deyildir. Aydindir ki, asas
hipotezi uygun
S :ni—lgl(xi -%)?
V3

LI
S2 == 3 (y; -
y m_li§=1)(y. ¥)
diizoldilmis se¢moa dispersiyalarinin miigayisasine asason yoxlamaq olar. Bels ki, onlarin

nisboti vahido yaxin olduqda dispersiyalarin boraborliyi haqqinda asas hipotezi rodd



etmoaya heg bir asas yoxdur. Bu nisbatin vahiddan shomiyyatli deracada forglonmasi isa
asas hipotezi rodd edilmasina zomin yaradir.

Ona goro do se¢mo dispersiyalarin nisbatinin hansi giymotinds uygun qorarin
¢ixarilmasinin kifayot godor osasli olmasimi miioyyan etmok lazimdir. ©sas hipotezi
yoxlamagq tli¢lin

S2 52
=>% burada 2% >1
53 5

kriteriyasindan istifado edok.

F

2
Kriterya olaraq qobul edilmis z—gtaadﬁﬁi komiyyatinin paylanmasi asagidaki teorem
y

vasitasilo miiayyan edilir.
Teorem 1. DX = DY = ¢° olduqda

2

S—XZ - tosadiifii komiyyati sorbostlik dorgjolori n3-1 vo n,-1 olan Fiser- Snedekor

y

paylanmasina malikdir.
2

Isbati: S—XZ nisbatini asagidaki kimi gostorak.
y

2 (n,-1SZ n,—n, {(nl—l)sf (n, —DS?}, -1 _

g (n2—2)S§ n -1 o’ c? n -1

(n, -1)s? (n, ~1)s;

_ 02 : J2
n -1 n,-1
: ~1)S2 n, -1)S? . : : : L
Molumdur ki, (n, Z)SX Vo ("7 2) Y tosadiifii komiyyatlori sorbastlik darajalori uygun
(¢} (o)

olaraq n;-1 va n,-1 olan y* paylanmasina malikdirler. Torifo asason bu iso 0 demokdir ki,
2
S—inisbati sarbastlik n;-1 va ny-1 olan Figser- Snedekor paylanmasina malikdir.

y

Bu halda béhran oblast1 F - F,,,,vo F <F,,, soklindadir, béhran ndqtalori iso
(24 (24

P(F ~ Fsag'.bdh): o P(F = Fsol.béh)z B

sortlorindon tapilir.Ancaq Fiser-Snedekor paylanmasinin bdhran noqtolori
cadvalindo  soltorofli  bohran noqtesi  verilmomisdir.Sagtorafli  bohran  ndqtasini

P(F~F

Sagv.bt.,h):%ssrtinsn tapmaqla kriteriyanin ikitorofli bohran oblastina diismasini

ohamiyyatlilik saviyyasina barabar ehtimalla tomin etmak olar.
F - Fgoon Vo F < Fpehadisalori uyusmayan hadisalor olduglart tglin - kriteriyanin

ikitorofli bohran oblastina diismosi ehtimal1 « -ya barabor olar.

Beloliklo, bohran oblastt H, : DX = DY soklindo oldugda F._,,,, =F| <,n,n, | bohran
ag 2

noqtasini tapmaq kifayatdir.



Yuxarida deyilonlora osason orta qiymotlor molum olmadiqda dispersiyalarin
miiqayisosi iigiin asagidaki qaydani aliriq.
Qauda 1.Altenativ hipotez H,:DX = DY Kriteriyasinin F,, miisahido edilon giymatini

hesablayiriq. Fiser-Snedekor paylanmasinin bohran noqtoalori cadvalindon verilmis %
doqiglik soviyyasino vo ng,n, sorbastlik doracasina gora F{%;nl;nzj bohran noqtosini

tapiriq. F, < F; oldugda asas hipotezi radd etmoys asas yoxdur. F, > Fs; olduqda iso asas
hipotez radd edilir.

Alternativ hipotez H,:DX = DY soklindo olduqda sagtorofli bohran oblasti osas
hipotezin dogrulugu sortinds kriteriyanin miisahide edilon qiymatinin bu oblasta diismasi
hadisasinin ehtimalinin shamiyyatlilik saviyyasina barabar olmasi sartindan tapilir:

P(F = F(a;n,n,))=a

Qayda 2. Alternativ hipotez H,:DX = DY olduqda verilmis « doqiqlik soviyyasino
va Ny, N, sarbastlik daracaloring gora F,(a;n,,n,) bohran noqtasi tapilir.

Fm < Fs olduqda asas hipotezi rodd etmoys asas yoxdur. F, > F; olduqda iso asas
hipotez radd edilir.

Bas yigimin paylanma funksiyasinin novu haqqinda hipotezin

yoxlanilmas. Pirson kriteriyast.

Empirik paylanma ilo noazori paylanmanin uzlasmasi, basqa sozlo bas yigimin
paylanma funksiyasinin novii haqqinda hipotezin yoxlanilmast miithiim ohomiyyat kasb
edir. Bu ciir hipotezlorin yoxlanilmasi ti¢lin miixtalif uzlasma kriteriyalarindan mosalon,
K.Pirsonun “Xi-kvadrat”, Kolmogorov, Smirnov va s. kriteriyalarindan istifads edilir.

Uzlagsma kriteriyalar1  empirik paylanma ilo nozori paylanma arasindaki
konarlagmanin ohomiyyatli vo yaxud ohomiyyotsiz, yoni tosadiifiin noticosi olub-
olmadigini miioyyon etmays imkan verir.

Olamotin doyismo xarakteri haqqinda ilkin nozori sortlor bas yi§im haqqinda
forziyyonin irali siirtilmosi {i¢lin asas gotiiriilo bilor. Bu sortloro morkozi limit teoremino
zomin yaradan sortlorin 6donilmasini, Puasson paylanmasina gatiron sortlorin 6donilmasini
Vo s. gostormok olar.

Mosalon, Lyapunovun morkozi limit teoreminin sortlorino uygun sortlorin
Odonilmasi bas yigimin normal paylanmas1 haqqinda hipotezi irali siirmoys asas verir. Bir
cox hallarda, empirik paylanmanin bozi formal xassolori nezeri paylanmanin novii
haqqinda hipotezi sdylomoyos imkan verir. Masolon, asimmetriya vo ekses omsallarinin
sifra borabor olmasi bas yigimin normal paylanmasi hagqinda hipotezi soylomoyo osas
verir. Empirik paylanmanin se¢ma ortasinin vo segmao dispersiyasinin baraborliyi iso nozori
paylanmanin Puasson qganununa tabe oldugunu sOylomoyo osas verir. Empirik
paylanmanin poliqonuna vo histoqgramina osason do nozori paylanma haqqinda bozi
hallarda fikir sdylomak olur.

Mosalan, (x;; ;) i=1,2,...,n ndgatalorinin diizbucaql koordinat sistemindo miioyyon
diiz xottin yaxmlhiginda yerlogsmasi bas y1gimin normal paylanmasi1 haqqinda hipotezi irsli
siirmoya osas verir. iroli siiriilon tokliflor goti olmadifma, yoni forziyys xarakterli
olduqglarina gors onlar uzlagma kriteriyalarinin kdmayi ils statistik yoxlanilmalidir.



Tutaqg ki, X bas y1gim1 F(X) paylanma funksiyasina malikdir. Ovvalco forz edok ki,
F(X) paylanma funksiyasi tam miioyyandir, yoni onun ifadesi namalum parametrlordon
asili deyil vo istonilon X ii¢lin F(X) hesablana bilor. X bas yigimindan hacmi n olan
X1 Xp.....,.Xn secmasini gotiirok. Ho: X bas y1igim1  F(X) paylanma funksiyasina malikdir”
F(x) hipotezini yoxlamaq iciin kriteriya segok. Aydindir ki, Hy osas F(x) hipotezinin
dogrulugu sortindo F, (X) paylanma funksiyasmma F(X) nozori paylanmasinin anoloqu
kimi baxmagq olar.Tosadiif meyllor naticosinds bu iki paylanma funksiyasi bir qayda olaraq
borabor olmayacaq.Bununla yanasi, moalum Qlivenko teoremino goro n-nin kifayot qodor
boylik giymatlorinds F,(X) F(X)-o ehtimala gors y18ilacaqdir.Ona gora do avvalco F,(X)
empirik paylanma funksiyasinin F(X) nozori paylanma funksiyasindan meylinin 6l¢iisii

miloyyon edilmalidir. Axtarilan kriteriya bu Olgiiniin empirik paylanmanin xassaloring
osaslanaraq sec¢ilmolidir. Bu ciir meyl Olgiilorini miixtolif sokildo miioyyon etmok olar.
Ancaq onlarin igarisindo on ¢ox istifado ediloni K. Pirson torofindon toklif edilmis “xi
kvadrat” kriteriyasi ilo bagl olan meyl 6l¢iisiidiir.

Tugag ki, X tosadiifi komiyyatinin paylanma funksiyasinin miiayyan F(X) funksiyasi
olmas1 hipotezini x;,X,,...,X, se¢cmasi vasitasilo yoxlamaq lazimdir. X tosadiifi komiyyatinin
qiymatlor ¢coxlugunu k sayda kosismoyon S;...,S¢ intervallarina ayraq. Bu komiyyatin
Si...,5¢ intervallarma diismo ehtimalini F(X) nozori paylanma funksiyasi vasitosilo
tapmagq olar:

p=P(XeS),i=12,...k

Forz edok ki, pi>0,. n, ilo x,X,,...,x, segmasinin S; intervalina diison elementlorinin
sayini isara edok. Zr:ni =n. Onda X komiyyatinin qiymatlorinin n sinaq naticasindo S;

i=1

intervalina diigmasinin tezhy1 L olar.
n

Belaliklo, se¢cmanin F,(X) empirik paylanma funksiyasinin S; intervalinda artimi %

, F(X) nozori paylanma funksiyasiminki iso p; olar. Se¢gmonin F, (X) paylanma
funksiyasinin F(X) nozori paylanma funksiyasindan meylini xarakterizo edo o6l¢iinii
miloyyon edok On kicik kvadratlar tisuluna gore F(X) nozori paylanma funksiyasinin
segmonin F (X) empirik paylanma funksiyasindan meylinin 6l¢iisii olaraq, omsallar1 az-
cox ixtiyari gaydadan secilo bilon

Zi(3-e)

komiyyati gotiiriils bilor.

K. Pirson isbat etmisdir ki, =% gotiiriildiikds, alinan

S

i Pi



meyl olglisii haddon artiq yaxsi xassolora malikdir.Belo ki, ;2 miisahido edilon n, tezliklori

vo gozlonilon np; tezliklori ilo sado sokildo ifado edilir.Aydindir ki, empirik vo nozori
tezliklor no godor yaxin olarlarsa, ;2 komiyyati bir o godor kigik olar vo o, miioyyon
doqiqlikle empirik paylanmanin nozari paylanmadan meylinin 6l¢iisii olaraq qabul edils
bilor.

K. Pirson isbat etmisdir ki, 5? komiyyatinin paylanma funksiyasinin limit qiymati
“xi-kvadrat” paylanmasidir.

Paylanmanin sorbostlik dorocasi r-1-k adadino borabordir.Burada r qruplarin say1 k
159 paylanmanin parametrlori sayidir.

Kriteriyan1 qurmaq mogsadilo elo sabit ¢>0 ododi gotiirok ki, osas hipotezin
dogrulugu sortindo 42> ¢hadisasinin ehtimali kifayat qodor kigik olsun, yoni bu hadiso
praktiki olarag miimkiin olmayan hadiso olsun.Bu iso o demokdir ki, asas hipotezin
dogrulugu sortindo x;,X,,...,x, se¢gmasi liclin y2>¢ borabarsizliyinin 6donilmasi praktiki
olaraq miimkiin deyildir.Buradan Hg asas hipotezini yoxlamaq ti¢iin K.Pirsonun asagidaki
uzlagma kriteriyasi alinir:

Verilmis o ohomiyyatlilik soviyyasino vo r-1-k sorbastlik doracoesino gora “Xi-
kvadrat” kriteriyasinin bohran noqtslori cadvalindon %2 bohran noqtasini tapiriq. x2 =0
olduqda nozori vo empirik paylanma tam iist-listo diisiir. y3, > x A2 2x: oldugda Hy osas
hipotez radd edilir. A2, <y2 olduqda iso asas hipotez qobul edilir.

12 -kriteriyasinin totbiqi zamani asagidaki sortlors riayot edilmalidir:

1) tocriibii molumatlar asili olmamalidir, yoni onlar tesadiifi segmonin noticalori
olmalidirlar;

2) segmoanin hacmi kifayat qodar boyiik olmalidir (praktiki olaraq n> 50);

3) hor bir intervalda an az1 5 element olmalidir.

Axiarincr sort ddonilmodikds tezliklori 5 - don kKigik olan intervallari avvalcadan
birlogdirmok lazimdir.

Indi iso 2 kriteriyasinin komaoyilo Hy: “Bas yigim normal paylanmaya malikdir”
osas forziyyesini yoxlayaq. Basqa sozlo, x,X,,..,X, se¢masino F(X) normal paylanma
funksiyasina malik tosadiifii kamiyyatin giymatlori kimi baxmaq olar.

Asagidaki iki hala baxagq:

1.Empirik paylanma barabor addimli intervallar ardicillig1 vo onlara uygun tezliklor
soklindo verilmisdir.

Se¢moanin biitiin elementlorini 6z daxilinde saxlayan intervali, eyni uzunluqlu r
sayda kosismayan (X;, Xj+1) intervallarina bolok vo i-ci intervaldaki elementlorin sayini n,
ilo isars edok.Qruplasdirma intervallariin orta néqtalorini variant olaraq gobul edak.

Osas forziyyonin dogruluqu sortindo i-ci intervala uygun p, echtimalin
hesablayaq.Ehtimal nozoriyyasindon malumdur ki,

p, = q:( Al aj—cp( al aj Q=121
(2 (o}




Burada ot e 2du Lanlas funksiyasidir. a vo o parametrlori molum

|
Vor )
oldugda Laplas funksiyasinin giymatlori cadvalindon p, ehtimallarini tapa bilorik.Ancaq

tacriibada oksor hallarda a vo o parametrlori malum olmur.Ona gors do onlar1 segmo orta
vo se¢mo orta kvadratik meyl ilo avoz edirlor.Bu xarakteristikalar1 hesablayarkon se¢gmonin
elementi olraq qruplasdirma intervalinin orta néqtosi gotiiriiliir:
7 — Xi + Xig
' 2
Ehtimal noazariyyasindon moalumdur Ki, X tesadiifi komiyyatinin X;, Xj+1) intervalina
diismasi ehtimal1 togribon onun lizunlugu ilo sixliq funksiyasiin bu intervalin hor hansi
noqtasindaki qiymatinin hasina barabardir.Xiisusi halda
b= f(Zi )h
X-a

Molumdur ki, f(x)= go(—). Burada ¢(u) standart normal sixlhqdir.
O

Onda f(zi)zgo(zi—_a}a-m Z ilo, o-n1 iso s, 9voz etsok
o

nh L=
np; :S_§0(ui)’ U = ZIS :

z z

Belaliklo, Hy asas hipotezini yoxlamagq ii¢iin asagidaki gaydani alariq.
Tutaq ki, empirik paylanma gruplasdirilmis se¢mo soklindo verilmisdir:
Inter | (XoX1) (X1 X2) oor | (Xp2 Xr)

vallar

Tezli | ny n, n,
klor

Bolma 12.Reqgressiya analizi.
9gsas anlayislar

Riyazi statistikanin metodlarinin totbiqi zamani asagidaki masaloys Te3-te3 rast
galinir.

X, X, doyisonlorindon vo £, £, .. S« namolum parametrlorindon asili y tosadiifi

veey

komiyyati Oyronilir. (y,X,X,,..., %, )vektoruna (k+1)- olgiilii bas yigim kimi, i-ci sinagin
naticalorino
(yi’Xil'XiZ""’Xik)’i =12,...,n
159 bu y1gimdan hacmlari n olan segmalor kimi baxaq.
P, B . B namolum parametrlorini toyin etmok tolob edilir.Bu mosaloyo ciit xotti
reqressiya analizi mosolosi deyilir.
Qeyd edildiyi kimi reqressiya analizi y tosadiifii komiyyatinin = x,..., X,



dayisanlorindon asililigini dyronan statistik tohlil metodudur. Burada x,,...,x, doyisenlori
tosadiifii komiyyotlor hesab edilmir. Reqressiya analizinin totbiqi zamam y tosadiifii
komiyyetinin o* dispersiyali normal paylanmaya malik oldugu forz edilir.

Reqressiya tonliyinin vo f; omsallarinin ohomiyyaetliliyinin yoxlanmast vo f-lor
liclin etibarliliq intervalmin qurulmasi iiglin Y tosadiifii komiyystlorinin normal
paylanmaya malik olmasi1 zaruridir. Bu sort f-lor iiclin ndqtovi giymatlondirmalor qurul-
masi tigiin zoruri deyil.

Reqressiya tanalizinds xotti model dedikdos namolum £, £, .. S, parametrlorindon
xotti asili olan model basa diisiilir. Namolum parametrlordon vo x,,...,, x, dayisonlorindon

xatti astli olan model isa xiisusi xatti model adlanur.
Umumi sokilds reqressiya tohlilinin xatti modeli asagidak: sokildodir:

k
Y= Bi0,(%: X X )+ E
=0

Burada, ¢;- x,,...,x dayisonlorinin miioyyon funksiyasi, € iso tosadiifii komiyyotdir:

Ec=0, de=o"

Reqressiya tonliyinin novii dyronilon hadiconin tohlilino asason miioyyon edilir.
Tacriibado adoton reqressiya tonliyinin asagidaki novloring rast galinir.

2) polinomial - ¥ = g, + Bx+...+ B x*;

3) hiperbolik - 7=, + 4,

4) n — olgiilii xatti - ¥ =B, + BX +...+ BXes
5) ustli - § = gxA..x5;
Ustlii reqressiya tonliklorini loqgarifloma amoliyyatmim komayi ilo parametrloro gora

xatti tonliys gatirmak olar.
Dogrudan da,

qu = Iqﬂo + ﬂlqul Rt ﬂquxk

lox, =u,,i=12,....k;lqy = 7,193, =
isars etsok, avozlomodon sonra

Z=0+ LU +...+ LU,

oldugunu aliriq. Eyni qayda ilo

u =1,ui =x,i=12,.,k
X
ovozlomolarinin komayi ilo hiperbolik vo polinomial reqressiya tonliklori xatti tonliklore

gatirila bilar.

Ciit xatti regressiya.
Regressiya amsallarinin tayini



Tutaq ki, Oyronilon hadicomin tohlili osasinda demok olar ki, y,x— in xotti

funksiyasidir, yoni
y =E(y/x)= 5+ Ax
burada g, vo p se¢mo miisahidosino asason giymotlondirilmasi tolob edilon namslum
parametrlordir. Tutaq ki, 8,ve g parametrlorini tapmaq iiciin (X,Y)bas yigimindan hocmi n
olan segmo gotiiriilmiigdiir. i-ci (i =12,...,n) miisahidonin naticasini (X;,y;) ilo isaro edok.Bu
halda reqressiya analizi modeli
Yi = fo + BX + &

soklindo olar.Burada &-lor asili olmayan normal paylanmis tosadiifii komiyyatlordir vo

Eg =0,Dg, =0°,Ege; =0,i=12,...,n

On kicik kvadratlar tisuluna gors namalum / ve £, amsallari

Q= Z Z B, —px) = Zn:gf —> min

i=1 i=1
sortindon tapilir.

Q funksiyasinin minimumunu tapmaq tgliin g, vo g . 9 gora xiisusi téramsalori

hesablayaq:

Q _ N e
ﬁ_ﬁo_ zizll(yi ,Bo ﬂlxi)

aﬂl TR X

Ekstremimun zoruri sortine asason f,ve g namolum parametrlorini tapmag tigiin

iZl:(yi —b, —b,x;) =

Z(Yi —b, —byx )Xi =0

i=1
tonliklor sistemini alirig.Burada by vo b; uygun olaraq namolum g, vo g parametrlorinin

qiymatlondirmslaridir. Sads ¢evirmalordon sonra
nb, +blzxi = ZYi
i=1 i=1
by 2% +b D %7 =2 %Y,
i=1 i=1 i=1



tonliklor sistemini aliriq. Bu tonliklor sistemina normal tonliklor sistemi deyilir.

Tanliklar sistemini g, va g gbra hall edarak

_Qy
LAY (5)
bo :y_bl)_(

oldugunu alariq.Burada,

Qy =D (% =X)(¥; = y) =n(xy —X-y)

Q=Y (%% =n(< -x')

Qeyd edok ki, Zn:xi =0o0ldugda by va b; ligiin tapilmis ifadalor xeyli sadolosir. Belo

i=1

ki, bu sort 6donildikdo

olur. Bu sort ddonilmodikdo iso X =x —X ovozlomasi aparmaqla ) x =0sortino golmok
i=1

olar.

Reqressiya xatti  (X,y) noqtesindon kegir.b, reqressiyanin bucaq amsalhidir vo X -vahid
godor artdigda Y -in orta hesabla neg¢o vahid artdigini gostorir.

Reqressiya tonliyi quruldugdan sonra Y -in miisahido edilon qiymotloriniy, =y, +e,
soklindo goOstormok olar. s, xotalart kimi e, qaliglar1 da tosadiifi komiyyatlordir, ancaq
onlar ¢,-lordon forqli olaraq miisahidos edilondirlor.

cov(y,,e)=0
oldugunu gostorok.Dogrudan da,

y, =b, +b,x,e = y—b, —b,x,cov(x, y)+bn;28 =0
n

oldugundan

cov(y,,e)=cov(b, +b,x, y —b, —b,x)=b, cov(x, y _b2 1257 _p | cov X,y)-b N=242_g
1 n 1 1 n



sy =x*—X*va s; =y’ -y’ qobul edok.Onda

QX}’ S = Sy

b,

= y
Q,s, Sy

Belalikls, reqressiya tonliyinin

soklinds oldugunu alarigq.

Indi iso gostorok ki, y normal paylanmis tosadiifii kemiyyot olduqda on kigik
kvadratlar vo on boyiik haqigotooxsarliq tisullart ilo alinmig giymotlondirmoalor iist — isto
disiir.

Tutaq Ki, (x,y) bas yigimdan hacmi n olan (x;,y;), (i=12,..,n) asili olmayan segmasi
gotiiriilmiisdiir.

Yuxarida qeyd edildiyt kimi, reqressiya analizinds y,-lara asili olmayan (‘yi,c#)
parametrli normal tasadiifii kamiyyatlor kimi baxilir.Onda onlarin sixliq funksiyalari

1 _(yi_yi)z S _
p(yi)_a\/ze 202 1yi _ﬁ0+ﬂlxi

olar.Bu halda se¢gmonin hogigatooxsarliq funksiyasi

L - P(yl’xl;yz’XZ;"'l ynaxn;ﬂOlﬂl;Gz):

— i(Yi_Vi)

207

n 1 (y_y) n _i=l
= e p—
IiZl[O'\/ZH' {\/272']

soklindos olar.

On bdyik hoqigatooxsarliq isuluna gora 5,5 Vo o’ parametrlorinin

qiymatlondirmoalori olaraq L funksiyasina maksimum qiymot veran by, b; va s?

qiymatlorini gétiirmok lazimdir.Verilmis Xy, Xp, ..., xp vo o ticlin

Q= i(yi - y)z = Zn:(Yi = Bo = BX )2 = Zn:giz — min

funksiyas1 Oziiniin on kigik qiymstini aldigda L hoaqigstooxsarliq funksiyas: 6z

maksimumunu alir. Bu iso on kigik kvadratlar isuluna gora by va b; tapilmasi sortlori ilo



tist — uisto diisiir.

Regressiya analizinin ilkin sartlori.Qauss-Markov sartlori
Yy=E(y/x)=p,+Bx reqressiya modelindo Y tosadiifi komiyyoti iki toplananin

comindan ibarardir:
1) tosadiifii olmayan g, + B,x;
2) tosadiifii ¢.
Reqressiya omsallar1 Y tosadiifii komiyyoatinin xatti funksuyasidir vo nazori olaraq
onlar1 da iki toplananin comi soklinds gdstormak olar.
(x,y)=cov(x, B, + Bx+ &)= B,Dx+cov(x,s),
V= %Z y, = %Z(ﬂo + BX; +€i)= By +,81>‘<+%Zgi,

munasibatloring asasan 3,, B reqressiya omsallar tigiin

_ . cov(x,e)
bl - 181 + DX !

B 1w Xoov(xe)
bo—ﬂo+‘:nzgi Dx :|

ifadolorini alariq.Belsliklo, reqressiya omsallarini iki toplananin comi soklinds gostormak
olar.Birinci toplanan reqressiya amsallarinin asil qiymating barabar olan tasadiifii olmayan
komiyyotdir, ikincisi is9 & -dan asil tosadiifii komiyyatdir.

On kigik kvadratlar iisuluna asaslanan reqressiya analizinin miimkiin naticolorden
on yaxsisini vermasi ii¢ilin miioyyon sortlor- Qauss- markov sortlori 6donilmalidir.Bu
sortlor asagidakilardan ibaratdir:
1.Istonilon miisahidodo tosadiifii hoddin riyazi gdzlomosi sifra beraber olmalidir.Yoni,
Me, =0,i=12,...,n
2.Biitlin miisahidolor {i¢iin tosadiifii hoddin dispersiyast sabit olmalidir.Yoni,
Dg, = Mgl =0?%,i=12,...,n
3.Tosadiifii hadlor statistik asili (korrelira edilmis) olmamalidirlar.Yoni, Mg;s; =0,i # j

4. x, doyisoni tosadiifii komiyyot deyildir.



Qauss-Markov sortlori 6danildikdo model klassik normal reqressiya modeli adlanir.
Qauss-Markov sortlori ilo yanast adoton, tosadiifii hoddin (0;02) parametrli normal
paylanmaya malik oldugu forz edilir, ¢ e N (O; o’ )

Qeyd edok ki, tosadiifii hodd normal paylanmaya malik oldugda onlarin koorreliro
edilmomis sorti asili olmayanliq sorti ilo eynigiicliidiir.

Indi iso Qauss-Markov sartlorinin sorhini verok:
Beloliklo, birinci sort parametrlorin qiymoatlondirmoalorinin yerinidoyismoyaon yoni,

Eb, = £, Eb, = 43,

oldugunu gostorir.Qiymoatlondirmonin yerini doyismoyonliyi parametrlorin  tapilmis
qiymaotlondirmslorinin onun osil qiymati otrafinda yerlosdiyi demokdir.Bu sort sabit hodd
modelo daxil edildikdo homiso ddanilir.

Ikinci sort hor bir miisiihidodo tosadiifi haddin dispersiyasmim sabit qaldigimi
gostarir.Burada dispersiya dedikdos tosadiifii hoddin segmo aparilanadok miimkiin horokati
basa dusgiiliir.Dispersiyanin malum olmadigr qgobul edilir vo onun qiymatlondirilmasi
reqressiya analizinin asas mosalolorindon biridir.

Tosadiift hoddin dispersiyasinin biitiin miisahidslor tiglin eyni olmas1 sorti
homoskedastlik ( bircinslilik) , dispersiyanin miisahidodon asililg1 iso heteroskedastlik
adlanir. Beloliklo,

1.Dg, =o® - i=12,...,n homoskedastlik.
2.Dg; =o},i=12,.,n -heteroskedastlik.

Homoskedastlik sorti 0donilmadikde reqressiya omsallarinin qiymatlondirmasi
yerinidoyigsmayan olsa da effektiv olmayacaqdir.

Homoskedastlikliyin movcudlugunu yoxlamaq vo aradan qaldirilmasi {i¢iin xiisusi
kriterilor vardir.

Uciincii sort miixtolif miisahidelor iiciin tesadiifi hadlorin korreliro edilmodiklorini
gostorir.Bu  sort  Odonilmadikde  deyirlor ki, qaliglarin  avtokorrelyasiyasi
movcuddur. Tosadiifii hadlorin asili olmayanliq sorti ddonilmadikdo reqressiya omsallarinin
on kigik kvadratlar isuluna goro alinmis qiymotlondirmolori yerinidoyismoyon olsalarda

effektiv deyillor.



Avtokorrelyasiyanin movcudlugunu yoxlamaq vo aradan qaldirilmasi iigiin do
xiisusi kriterilor islonilib hazirlanmisdir.

Dordiincii sort miihiim ohomiyyoto malikdir.Bu sort 6donilmodikdo reqressiya
omsallarinin qiymatlondirmalori yerinidoyison v asasli olmayan qiymatlondirmolordir.
Reqgressiya analizindo adston dordiincii sorti daha zoif sortlo - X -in va tosadiifii haddin
paylanmalarinin asili olnazligi sorti ilo ovoz edirlor.Bu zaman reqressiya omsallarinin
qiymatlondirmslarinin xassalori doyismir.

Tosadiifii hoddin normal paylanmaya malik olmasi gorti reqressiya omsallariin
ohomiyyoatliliyt hagqinda hipotezlorin yoxlanilmasi vo onlar iigiin etibarliliq intervallarinin
qurullmasi {i¢iin vacibdir.

Teorem (Qauss-Markov).1-4 Qauss- Markov sortlori Odonildikdo reqressiya
omsallarinin on kicik kvadratlar iisulu ilo alinmis giymotlondirmolori oan yaxsi xotti
qiymatlondirmalordir.Yoni, bu qiymatlondirmalor yerinidoyismoayon,asashi va effektiv
qiymatlondirmslordir.

Isbat1. Aydindir ki,

cov(x,2) =~ ¥ (x = Ne, ~2) == 3 (%~ R~ = X x = %)= 3(x ~ X
M cov(x, &)= MFZ(Xi —X)gi} :%Z(xi ~X) Mg, =0,

n

Dcov(x,z) = D{EZ(xi - x)gi} =1 S (x % De, = o

n n n
N Zgi :ZMgi _o,
n n
zgi ZD&'i 02
D&t
n n n
M XOVE) X i s)= o,
Dx Dx
— —\2 =\2 2
D xoov(xe) _ (%) Dcov(x, &)= (X)—G.
Dx Dx nDx

Qiymatlondirmalorin riyazi gdzlomosini vo dispersiyasini hesablayaq:



cov(Xx, M cov(Xx,
Mb = 5, + M éxg):ﬂl"' D)E S)Zﬁly
Db - b V(&) _ Dc0\/2(x,g): o’ |
Dx D*x nDx
D& X CoV(X, £)
Mb, = M= _M=——2_p
o =B+ o Dx Bo
Db, =D D& D X cov(x,¢) _ 0_2[“ (7()2} _ o?(x?)
n Dx n Dx nDx

Bu iso teoremin dogrulugunu gostorir.

Qeyri- xatti reqressiya.

Reqgressiyanin  qeyri  -xottiliyi  doyisonloro vo  parametloro goro  toyin
edilir.Dayisonlora gora geyri- xattilik doyisonlorin ovoz edilmosi, parametrlora goro iso
logarifmlomo omoliyyat1 iisulu ilo aradan qaldiririr.Mosalon, y =g, + B,v/x +&qeyri xotti
tonliyi z=+/x ovozlomosi aparmaqla y=p,+B,z+¢ tonliyino , logarifmlomo omsolinin
komoayilo y=p,x%e qilivvat funksiyasi Iny=Ing, + 4 Inx+Ing tonliyina, y=pg,e"¢
eksponensial funksiyast iso Iny=Ing, + B x+Ine funksiyasmna c¢evrilir vo onlarin

parametrlori on kigik kvadratlar iisulu ilo qiymotlondirilir.

Eyni zamanda y = g,x* + ¢ tonliyina ¢ additiv daxil olduguna gors onu xotti soklo
gotirmok miimkiin deyildir.Bu halda qeyri - xotti reqressiyanin qiymatlondirilmasinin
xuisusi tisullarindan istifads edilir.

Iqtisadiyyatda asagidaki fuhksiyalardan istifads edilir:
1. Tolabin reqressiya tohlilinds -y = g xe.
2. Zaman siralarinin tadqiqinds - y = B,e"e,burada t nisbi artimdir.
Igtisadi tohlildo y = f(x) funksiyasinin elastikliyi analyisindan istifads edilir. y = (x)

funksiyasinin elastikliyi

X
2==f(x
, (x)

kimi hesablanir vo x-in nisbi doyismosino nozoron y-in nisbi doyismosini xarakterizo

edir.O, x-n 1% doyismasi noticesinds y -in ness faiz doyisdiyini gostorir.



y = a+bx xatti funksiyasinin elastikliyi x-don asilidir.Yoni,

2=p%
y

Ona gora do elastikliyin orta gostaricisi

D=b

< | >

hesablanilir.

Regressiya amsallart iiciin etibarlihiq intervallarinin qurulmasi

B, reqressiya amsali iiciin etibarliliq intervalinin qurulmasu.
Tutaq ki, Zn:xi =0.0nda

imz Zn:(ﬁo +BuX, +&,) = HB, +Blixm+iem= HBg +Zn:em

olar. Buradan

Bo :%ZVIM_%ZSM , B =6, _%ZSM

va yaxud

oldugunu alirq.
Demoli, bp-f¢ forqi normal tosadiifii komiyyetlorin xotti funksiyasidir, ona goro do o
0ziido normal paylanmaya malikdir vo onun parametrlori asagidaki kimidir

1
M(G, —Bo) =M > £,=0,
1 o
AG ~Bo) = D fle, =~
Beloalikla, 6, -B, € H(O,%] .Buradan aydin olur ki, 3= M\/ﬁ tasadiifii
H

o
komiyyati standart normal paylanmaya malikdir.Digor torafdon

2 _NS”
02
statistikas1 sorbastlik dorecasi k=n-2 olan y° (xi - kvadrat) paylanmasina
malikdir.Burada, s’ =%Z(yi —b, —b,x, )?
i=1
o’ dispersiyasmnin  on bdyiik hoqigoatooxsarliq tsulu 1l tapilmis

giymoatlondirmosidir.



Styudent paylanmasinin torifine gora

Z k—(b ,Bo)\/— o \/n— ( n—-2
o svn s
statistikanin serbesthk doracasi k =n-2 olan Styudent paylanmasina malik oldugunu deya
bilorik. Styudent paylanmasinin sixliq funksiyasi ciit oldugundan,

Vh-2(6, —[30)§<‘E
C

boraborsizliyinin bas vermosi ehtimali

I'IU\/E(?:O Py )% < e} = 2-“CH (T)ar

barabarliyi ilo hesablanir. Burada S,(t) Styudent sixligidir.
Axirinci barabarlikdon

(‘6 B°‘<\/—) 2J'C (T

Vo ya

Cc C (
MNe6,-et—<p, <6, +&— ZZICHTQT
(" oz P m} ) &

miinasibatini alarlq Bu miinasibati

IS du—

baraberhymden toyin olunan t, ododi vasitasi ilo

Pl b, — <
O A =
kimi yazmaq olar. Demali,

(6 ——T1,6, +— c T]
° -2 ™ VH-2 °

intervali o parametrinin 1-o ehtimalina uygun olan etibarliliq intervalhidir. Nozors

alinmalidir ki, o ohomiyyatlilik saviyyasi verildikdo t, ododi Styudent paylanmasinin
qiymatlori cadvalindon tapilir.

g, reqressiya amsali iigiin etibarliliq intervalinin qurulmasi.

D = D (B +BX, e =B D X, B Y X2+ D xE,=
=By X2+ D xg,

Axirinci tonlikdon B1-1 tapiriq:



n

D xe
ﬁl = bl - i:r%

b,;- B1 forqi normal paylanmis ¢,eH(0,0°) (i=1,2,..,n)tosadiifii komiyyatlorinin xotti
kombinasiyast olduguna goro o 6zii do normal paylanmaya malik olar. b;- B; forqinin
parametrlorini tapaq:

Dei=c” olduguna va g-lor asili olmadiqlarina géro

1 o’
A6, B = ey > XllE,= s
(> x2) 2 > x

n

oldugunu yaza bilorik.
Beloliklo,

6,-B eH 0 ——
XZ

n

olar. Onda

3:61_;51 /ij cH(0,1)

oldugunu deys bilarik.Belalikls, sarbastlik doracasi n-2 olan
6,-B N D Xi [z
T=§m=<l %Z =2
H

statistikasini alariq.
B1 amsali iiclin etibarliliq intervalinin qurulmasina uygun olaraq ; omsali ii¢iin

C H C H
6, -1, /Z 2 \n-2’ 0.+, /Z 2 \H=2
XM XM

etibarliliq intervalini alirq.

Sarti riyazi gozloma iiciin etibarliliq intervalinin qurulmasi.

Tutaq ki, V=2, +B,(x—X) reqressiya tonliyinin giymotlondirmoesi y, =h, +b(x—X) -
dir.

y, hormal paylanmaya malik iki by vo b; tosadiifii komiyyatlorin xoatti funksiyasi

olduiuna gors normal tosadiifii komiyyot olar. Bu paylanmanin parametrlorini tapaq:
Ey, = Eb, + (X - )_()Ebl =h+ :Bl(x - )_()



Beloliklo, E¥«=Y
Dy, dispersiyasini tapmaq U¢iin avvalco by vo b; tosadiifi komiyyatlorinin asili

olmadiqlarini gostorak. bove biforglori normal paylanmaya malik olduglarma gore onlarin
kollerils edilmayan olduqlarindan asili olmadiqglari alinir.

Beloliklo,

E(bo - ﬂOXbl - :Bl) =0
oldugunu gostormoak kifayatdir.

E(by — 4, )b, ~ )= E(%igij Dl

i=1

€ -lorin asili olmadiglarina, x -lor tosadiifi olmayan komiyyotlor vo Esgeg; =0,i# j
olduguna goro
E > (%~ X)e, = (x - X)Es? = (x — X)o?
i=1

Eg’ =07 (x —X)=0 oldugunu nozors alsagq,
i=1

E(bo—ﬂoxbl—m:n;azg(xi ~%)=0

nZ(Xi —X )
i=1
oldugunu yaza bilorik.
Demoli, by vo by asili olmayan tesadiifi komiyyetlordir. Onda dispersiyanin molum

Xassoasing gora
Dy, = Dh, +(x - X) Db
olar. Digor torofdon

D(bo _ﬁo): Dbo =

D(bl _ﬁl)z Dbl =

oldugunu nozars alsaq

Demoali,



=\2
v, eN 37;% 1+n n(x—x)
n (Xi _)_()2
i=1
Onda
z= Yx —(y m e N(02)
2 l14n . X=X
n Z(Xi _)_()2
i=1
olar.Belaliklo,
t= Y.~ Y —/n-2
s 1+n x-X)

tosadiifii komiyyatinin sorbostlik doracasi n-2 olan Styudent paylanmasina malik oldugunu
aling.
Onda X=X, oldugda ¥ ii¢iin

1+n——="—="— b, +bx, +t, > 1+n

=2 S k) 2 Sy

by +0,%, —t,

(Xo — )_()2

etibarliliq intervalini alirg.

Regressiya tanliyinin ahamiyyatliliyinin yoxlanilmasi

Osas hipotezi i H,:8, =0, alternativ hipotezi
159 H, : B, = 0soklinda gabul edak.
t= E)—l e St(n-2)
S,
a2
Burada, §%, = 5 s=s - b komiyystinin  dispersiyasinin

qiymatlondirmasidir.
[t| = tysn(,n—2) osas forziyys rodd edilir.Bu iso o demokdir ki, reqressiya tenliyi

ohomiyyatlidir. Oks halda onu radd etmays he¢ bir asas yoxdur, yani reqressiya tonliyi
ohomiyyatsizdir.

ohomiyyatli reqressiya tonliyi li¢lin reqressiya omsallar1 vo sorti riyazi gozlomo
ticlin etibarliliq intervallarimin qurulmasi miithiim chomiyyat kosb edir.












