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Isayeva S. Ali riyaziyyat kursundan miihazirelor

MUHAZIRO 1
KOORDINATLAR USULU

Diizbucagh koordinat sistemi vo onun ¢evrilmosi
Miistovido noqtonin koordinatlar: dedikds bu noqtonin miistovido vaziyyatini

toyin edon adadlor basa diisiiliir.

Muiistovido diizbucaqli dekart koordinat sistemi belo daxil

A
olunur: miistovido O noqtesi gotiiriiliir (koordinat baslangicr), ’ 1
bu ndqtodon bir-birina perpendikulyar olan iki — Ox va Oy
oxlar1 (koordinat oxlar1) kegirilir. Dlverisli olmagq {igiin forz
edilir ki, Ox oxu (absis oxu) iifqi voziyyotdadir vo soldan saga ( ;

yonoalib, Oy oxu isa (ordinat oxu) saqulidir vo asagidan yuxariya yonoalib. Bundan
basqa 6l¢ii vahidi segilir.

Noqtonin x absisi dedikdo, bu ndqtonin ordinat oxundan olan mosafasi basa
diisiiliir vo agor noqte ordinat oxundan sagdadirsa, «+» isarasi ilo, soldadirsa, «—»
isarasi ilo gotiiriiliir. Analoji qayda ilo noqtonin y ordinati daxil olunur (burada
absis oxundan olan mosafo gotiiriiliir, miivafiq isars ils). Bu iki x vo y ododlori
noqtonin diizbucaqli dekart koordinatlar: adlinir. y

M néqtasinin koordinatlar: x va y isa, bu bels isara olu- 0

nur: M(x, y). Hor bir x vo y adodlori ciitiino miistovinin koor- ~ Irib | Irib

A\ 4

dinatlar1 bu adodlor olan yegans bir néqte uygun golir vo ok- 0

sine, miistovinin har bir ndqtesinin miisyyon x vo y koordiant; ~ 1Iriib | IV rib

var.

Ox va Oy oxlar1 miistovini riiblor adlanan 4 hissoys boliir. M noqtasini O bas-

langici ils birlogdiron OM vektoruna M noqtssinin radi- 4

us-vektoru deyilir. OM-in Ox-oxunun miisbot istigamoti- | M (x, )

lo amols gotirdiyi bucagi ¢ils isara etsak, alariq: y r
X=rcosQ » 5 R
y=rsing M 7 X X

Inanmagq ¢otin deyil ki, (1) diisturu ixtiyari riibiin néqtolori iigiin dogrudur.
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Miisyyan masalalorin hallinds bir diizbucaqhh koordinat sisteminin ovozina
basqasini segmoak daha alverisli olur. Ona gora da bir diizbucaqli koordinat sis-
temindon digorino kegid maosalasi ortaya gixir.

Ovvalca sads hala baxaq. Forz edok ki, diizbucaqli koordinat sistemi paralel

kogitiriiliib. Yoni, yeni O'x'y’ sisteminin oxlar1 uygun olaraq avvalki Oxy sistemi-

nin oxlarina paraleldir. O'(a, b) olarsa, aydindir ki,
X'=x—a *)
y'=y=b
olar. Yoni noqtonin yeni koordinatlar1 onun avvalki koordinatlari ilo koordinat
baslangicinin avvalki koordinatlarinin forqine boaraboardir vo torsino:
x=x"+ta (%)
y=y+b
Indi tutaq ki, yeni O’'x'y koordinat sistemi Oxy koordinat sistemindon o

bucagi godor donmo noticasindo alinib:

ZMOx'= 8 olsun. Onda ZMOx=a + 8 olar. OM =r

x=rcos(a+ f)=rcoscos f—rsinasin (1)
y=rsin(a+ ) =rsinacos f+rcosasin (2)
Digor torofdon
x'=ON =rcos f

y'=MN =rsin
oldugundan (1) va (2)-don alariq

o 2
x:x'c?sa—y'sina} 3 y
y=x'sina + y'cosax > M
Aydindir ki, bu iki boarabarlikdon x', y'- . Yooy
1 Xx, y ilo ifado etmok olar. Nohayat, ogor p T N
Oxy  koordinat sistemi hom paralel 0 Xy v

kogiiriiliibsa, hom do o bucagi godor dondorilibss (*) vo (3)-don alariq:
x=a+x"=a+x'cosa — y'sina,

y=a+y'=b+x'sina + y'cosa.
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Miistavido iki noqts arasindaki masafa

Teorem. Koordinat miistovisinin istonilon iki M (x; y,) va M,(x,;y,) ndqte-

lor1 arasindaki d mosafasi asagidak: diisturla hesablanir:

2 2 y M, (x,;
d:\/(xz_xl) +(y, =) 1 »1 (%23 72)
. d :
Isbati. AM M ,N -dan M, (x5 »,
> > e o N
MM, =d=|MN*+NM? = 5 e
=\/(x2—x1)2+(y2—y1)2 X, | N i
Demali, 0 ' x’

d= \/(xz —x)+ (0, -y’
Qeyd edak ki, isbati noqtaler I riibde vo x, >x,, y, >y, oldugu hal igiin

apardiq. Disturda koordinatlar forqi kvadrati ilo istirak etdiyindon gqalan hallar-
da da bu diistur dogrudur.

Beloliklo, (1) diisturu isbat olundu.

Misal. M1(-2; 3) va M>(5; 4) noqtalori arasindaki d masafasini tapaq.

Hblli. (1) diisturuna oasasan yaza bilorik:

d =+/(5-(=2))> +(4-3)> =49 +1 = 5:2(vahid).

Cavab: 5«/5 vahid.

Parcamin verilmis nisbatdo boliinmasi

YA B
Teorem. Dgor C(x;y) noqtast uclart verilmis

A(x;y,), B (x,7y,) olan AB pargasin1 4A-dan bas-
layaraq A nisboatinds béliirso (4C/CB=4), onda x,y X,

koordinantlar1 asagidaki diisturlarla hesablanir:

\ 4
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x:x1+/bc2 ’ ZJ’1+/1)’2.
1+ 4 1+ 4
Isbatr: AA,||0X, BB |||0X, CC ||OX ¢okaok. Elementar hondosadon molum
teorema gora:
AC, AC
C,B, CB
A,C,=0,C,—04, =x—x,
C,B,=0B,-0C, =x,—x

oldugundan
X—X
1 — /1
olar. Buradan is2
X+ Ax,
1+ 4
Analoji gayda ilo ala bilorik ki,
y = Y+ Ay,
1+4

Qeyd: x, y koordinatlar1 ti¢iin diisturlarin ¢ixarilisinda A B parcasinin uclari-
nin I riibds yerlosdiyini forz etdik. Asanligla gostormok olar ki, bu diisturlar 4B
parcasinin koordinant miistovisinin istonilon hissasindo yerlosmosi liglin do

dogrudur.

Misal. A(-5; -3), B(4; -6), Ce AB, AC/CB=3/2, C(x;y)-?

A =§, (1 ) = (=55 =3), (533 ) = (4 —6)

—5+§-4 —3+§-(—6)
= 2 2 2 __4ﬂ
VS 3 s
1+ 1+
2 2

2 4
Cavab: (g;_“ gj )
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Miistavida xattin tonliyi

ovvalki movzularda gordiik ki, diizbucaqli koordinatlardan istifade etmok-
lo, sirf cobri tisulla hondasi masalalori hall etmak olur. Ali riyaziyyatin hondosi fi-
qurlarin xassolorini cobrin komoyilo 6yronon bdlmoasing analitik hondaso deyilir.
Bu mogsadls koordinatlardan tstifado olunmasi koordinatlar iisulu adlanr.

Analitik hondasanin asas anlayislarindan biri xattin tonliyi anlayisidir.

Miistovida xatt (va ya ayri) dedikdo miioyyan sorti 6doyon ndqtolorin hondasi
yeri basa diisiiliir.

Koordinat miistovisinds verilmis xattin tonliyi dedikds elo F(x,y)=0 tonliyi
basa diisiiliir ki, ayri lizorindo yerloson ixtiyari néqtonin (x, y) koordinatlar1 bu
tonliy1 6doyir, oyri lizorindo yerlosmoyon heg¢ bir ndqtonin koordinatlar iso 6do-
mir. Xottin tortibi dedikdo xottin tonliyino daxil olan cari doyisonlorin on yiiksok

dorocasi basa dusiiliir. Moasolon, (2; 3) morkozli 7 radiuslu g¢evronin tonliyi
(x—2)* +(y-3)> =49 -dur.

Miistovido analitik hondosonin iki osas masalasi var:

1) verilmis oyrinin tonliyini yazmagq;

2) verilmis tonliyino goros xottin forma va voziyyatini 6yronmok.



Isayeva S. Ali riyaziyyat kursundan miihazirelor

MUHAZIRO 2
MUSTOVIDO DUZ XOTT

Diiz xattin bucaq amsalh tonliyi. Diiz xattin iimumi tonliyi

Tutaq ki, koordinant miistovisindo ordinant oxuna paralel olmayan PQ diiz
xotti verilib. Bu diiz xattin absis oxunun miisbat istiqgamati 1lo amalo gotirdiyi bucagi
¢ 1o 1saro edok: ¢ =/BAx (meyl bucagi), A=PQ N Ox, B=PON0Oy. ¢ meyl
bucagi bir-birindon tnz (neN) ilo forqlonon miixtalif qiymotlor ala bilor. Adoton,
meyl bucagi olarag onun on kigik monfi y A

olmayan qgiymati gétiiriiliir, yoni, tutaq ki, M(x,y) 0
0<p<z (hablik p# %). ¢ meyl bucagi-

nin tangensina PQ diiz xattinin bucaq amsa-

[1 deyilir va k ila isars olunur: k=tgp.

OB=b (baslangic ordinat) olsun. 9gor
k bucaq amsali vo b baslangic ordinati molum olarsa, PQ diiz xattinin tonliyini
cixaraq. Bu magsadlo PQ diiz xatti lizorinds yerloson istonilon M (x;y) noqtasi
gotiirok. BC||OX, MN||OY ¢okok. Aydindir ki,

y=MN=MC+CN=BC-tgp+b=k-BC+b=k-ON+b=k-x+b.
Aliriq ki,
y=kx+b (1)

(1)-o diiz xottin bucaq amsalli tonliyi deyilir. 9gor k=0 olarsa diiz xott OX oxuna
paralel olur vo onun tonliyi y=>b soklino diisiir. (1)-do #=0 olarsa, y=kx alinir ki,
bu da koordinant baslangicindan kegon diiz xottin tonliyidir.

Beloliklo, OX oxuna perpendikulyar olmayan istonilon diiz xottin tonliyi (1)
soklindadir. Aydindir ki, bunun torsi do dogrudur: (1) sokilli istonilon tonlik &

bucaq amsalli vo b baslangic ordinath bir diiz xotti toyin edir.
Misal. Oy oxundan b=3 parcasin1 ayiran vo Ox oxu ilo ¢ :% bucagini omo-

lo gotiron diiz xattin tonliyini yazin.
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1 :kx+b:Lx+3.

NEAR J3

Holli. k=tgp = tg% =

Cavab: y :Lx+3.

NE

ogoar gozg olarsa, basqa sozlo, PQ diiz xotti ordinat oxuna paralel olarsa,

bu diiz xottin tonliyi
X=a (2)
soklinds olar; burada a diiz xattin Ox oxu ilo kesismo ndqtasinin absisidir.

(1) vo (2) diisturlarindan goriniir ki, diiz xottin tonliyi x vo y koordinatlarina
nozoron birdoracali tonlikdir, basqa sozlo Ax+By+C=0 soklindadir. Bu toklifin
torsi do dogrudur.

Teorem. Istonilon

Ax+By+C=0 (A2+B2#0) (3)
birdaracali tonliyi Oxy miistovisindo hor hansi diiz xottin tonliyidir (diiz xoattin
timumi tanliyi).

Isbati. 1) Tutaq ki, B#0. Onda (3) tonliyinden aliriq ki,

=——X——.
4 B B

Aydindir ki, bu — bucaq omsali £ = —g, baslangic ordinat1 b = —% olan diiz xot-

tin tonliyidir.

2) Tutaq ki, B=0. Onda 40 olar. (3) tonliyindon

Ax+C=0,x:—£.
A

. C ) : :
Bu iso Oy oxuna paralel, Ox oxundan a == pargasini ayiran diiz xottin tonli-

yidir.
IKi diiz xatt arasindaki bucaq

Ordinat oxuna paralel olmayan vo bir-birina perpendikulyar olmayan k va

k' omsalli iki diiz xott gotiirok:
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y=kx+b, (1)
y=kix+b. (2)
Burada k=tg ¢, k'=tg ¢'.

(1) vo (2) diiz xatlori arasindaki 8 bucagi-
n1 tapaq (aydindir ki, onlar arasindaki digor
bucaq #—6 olar).

Flementar hondosadon molumdur ki,

tichucagin har hansi toposindoki xarici bucagi

0

onunla gqonsu olmayan iki daxili bucagin co-

mind borabordir. Ona goro do ABC iigbucaginda ¢'=6+¢ vo buradan da
6 = ¢'-¢ olar. Onda:

igp' —1gp _ k'—k

1+ tgp'tge 1+ kk
k'—k

YTy

Aydindir ki, (3) miinasibatinin sag torafindoki ifadads k va k7-in yerini doyis-

1g0 =tg(p'— @) =

tg6 3)

dikds verilmis iki diiz xott arasindaki digor bucagin ( # —0 bucaginin ) tangensi
alinir. Beloliklo, (3) diisturu iki diiz xott arasindaki bucaqlardan birinin tangen-
sini bu diiz xatlorin bucaq omsallari ilo ifads edir.

Indi iso diiz xatlarin paralellik vo perpendikulyarliq sortlorini alaq.

9gor (1) vo (2) diiz xatlori paralel olarsa, = ¢’ oldugundan k=k” olar. Torsi-
no, ogar k=K’ olarsa, yoni g ¢=tg ¢ olarsa, ¢ vo ¢/ bucaqglarinin 0 ilo 7 arasinda
doyismosi sortini nozors alsaq, ¢= ¢/ alinar; yoni diiz xotlor paralel olar.

Diiz xatlorin paralellik sorti. paralel diiz xotlorin bucaq amsallar1 barabordir
Vo tarsing, bucaq omsallar1 barabor olan diiz xatlor paraleldir.

Indi tutaq ki, (1) vo (2) diiz xatlori perpendikulyardir: §=n/2. Onda:

¢59+¢=%+¢,

1gp'=t (£+(oj——ct (o——L yoni k'——l
4 4 5 g tg(p’ P

Miihakimolor ardicilligini torsino aparmaqla gostormok olar ki, kk'=-1

9
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olarsa, & :% olar.

Beloliklo, diiz xatlorin perpendikulyarhq sarti bels olar: iki diiz xatt perpendi-
kulyardirsa, onlarin bucaq omsallarinin hasili —1-5 boarabordir va torsino, bucaq
omsallarinin hasili —1-2 barabar olan diiz xatlor perpendikulyardir.

Mosolon, y=3x-2 vo y=3x diiz xotlori paraleldir, y=5x-2 vo y=-0,2x+8 diiz

xatlori iso perpendikulyardir.

Verilmis noqtadon ke¢on verilmis istigamotli
diiz xottin tonliyi

Tutaq ki, koordinat miistovisindo ve- y A
rilmis P(x;, y;) noqtesindon kegon vo veril- P(x;; »)
mis ¢ meyl bucaqh diiz xattin tonliyini yaz-
magq tolob olunur. 9vvalca forz edok ki, bu
diiz xott ordinat oxuna paralel deyildir. Ay- /4

dindir ki, bu diiz xottin tonliyi y=kx+b sok-

o . 0 iy
lindodir, burada k=tgp. Homin diiz xott M

P(x;, y;) noqtesindon kegdiyindon y;=kx;+b 6donilir. y=kx+b vo y;=kx,+b bora-
borliklorini torof-torofs gixsaq, alariq:

y=n=k(x-x). (D)
(1) = (x1, y1) néqtesindon kegon, k bucaq amsall1 diiz xattin tonliyidir.

Ogor diiz xott verilmis P(x;, y;) ndqtesindon kegirsa vo ordinat oxuna para-

leldirso, onda onun tonliyi

soklinds olar.

Verilmis iki noqtadon kecon diiz xattin tonliyi

Molumdur ki, miistovinin ist-iisto diismoyon iki néqtosindon bir diiz xott ke-

¢irmok olar. Tutaq ki, koordinat miistovisindo verilmis P(x;, y;) vo Q(x,, ¥,) n0q-

tolorindon kecon diiz xattin tonliyini yazmaq tolob olunur. 9vvalca forz edok ki,

10
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X, #x,, y,£y,. Baxilan diiz xaott P(x,, y,) noqtesindon kegdiyindon, bucaq omsalini

k ila isars etsok (k halolik molum deyil), onun tonliyi

y=y =k(x-x)) (1)
soklinds olar. Digor torafdon bu diiz xatt Q(x,, y,) noéqtesindon do kegdiyindon,
Yy =y =k(x; —x;) (1)

olar. (1) vo (2) barabarliklorini toraf-torafs bolsak, x1£x2 vay,#y, liglin, alariq:

Y= _ X=X (3)

Vo=V X=X

(3) miinasibati verilmis P(x;, y;) va Q(x,, y,) noqtalorindon kegon diiz xottin
tonliyidir( x;#x,, y1#y, olduqda).
9gor x|=Xx, olarsa, onda verilmis P(x;, y;) vo Q(x,, y,) noqtalorindon kegon
diiz xottin tonliyi (3) barabarliyine goro
X=X

soklindoa, ogor y;=y, olarsa, onda

Y=n
soklinds olar.

Diiz xottin parcalarla tonliyi

Tutaq ki, AB diiz xsttinin koordinat oxlarindan «kosdiyi pargalar» molum-

dur. Yoni, tutaq ki, AB par¢asi Ox oxundan OA=a, Oy

oxundan OB=b parcasini ayirir. Bu diiz xattin tonliyini
alaq. N
AB diiz xatti A(a; 0), B(b; 0)-don kegdiyindon onun ,
tonliyi .
y=0 _X-a ol - -
b—-0 0-a
voya
f + Z — 1
a b

soklindo olar. Bu, diiz xattin parcalarla tanliyi adlanir.

11
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Noqtadan diiz xatta qadar olan masafd

Noqtodon diiz xotto godor olan masafo, bu noqte-

don diiz xotto endirilmis perpendikulyarin uzunluguna v
deyilir. K
Tutaq ki, miistovi lizorinda d
Ax+By+C=0 (1) N }
tonlikli diiz xott vo M(x,;y, ) ndqtoesi verilmisdir. Bunla- 0
L

ra osason d = MN mosafosini toyin etmok tolob olunur.

MN perpendikulyarinm tonliyi B(x —x,)— 4(y — y,)= 0 soklinds olugundan vo bu
perpendikulyar N (xz; yz) noqtasindon kec¢diyindon

B(xz—xl)—Am—yl):oj"2;"1 =y2;yl —1 2)

Burada ¢ miitonasiblik amsalidir. Onda

d=(x, = x)* +(y, —3)* =V A*+ Bl (3)
N(x,;y,) noqtasi hom do KL iizorinde oldugundan Ax, + By, + C =0 yazmagq
olar. (2)-ni nozors alaq:
A(x, + At)+ B(y, + Bt) + C = (Ax, + By, + C) + (4> + B*) =0
vo buradan da

__Ax1+By1+C
A*+B?

alinir. Onda (3)-don
g ‘Ax1 + By, +C‘

4
v A* +B? @

alariq. (4) disturu M (xl; yl) noqtosindon Ax + By + C =0 diiz xattino qadoar olan d

mosafosini hesablamagq tigiin diisturdur.

12
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MUHAZIRO 3,4
KITORTIBLI OYRILOR

Cevra

C(x,:,) morkazli vo R radiuslu ¢evronin tonliyini

. e 3 M (x,y)
alag. Bu mogsadlo ¢evro tlizorindo ixtiyari M (x; y) noq-
tosi gotiirok. Onda
MC=R
(x=x0) +(y=2,) =R’ (D .

tonliyini aliriq. (1) tenliyi morkazi (x,;y,) noqtesinds yerloson vo radiusu R odo-

dino borabar olan ¢evranin tonliyidir. y

Xiisusi halda, cevronin morkozi O(0; 0) koordinat f
R M

baslangicinda yerlosorsa, (1) tonliyi

0]
x> +y* =R? (3) \_/ *

soklino diisiir ki, bu da morkozi koordinat baslangicinda yerloson vo radiusu R -9

borabor olan ¢evranin tonliyidir.

Ellips

Ellips dedikdo miistovinin elo noqtalorinin hondoasi yeri basa diisiiliir ki, bu
noqtalorin miistovinin verilmis iki noqtesindon olan mosafalori comi sabit olsun.
Homin verilmis iki ndqtays ellipsin fokuslar: deyilir.

Ellipsin fokuslarmi F; va F, il 1saro edirlor. Ellipsin on sado formada tonli-
yini almaq tU¢ilin koordinat oxlarini elo yerlosdirok ki, O koordinat baslangici
F|F, par¢asinin orta noqtosi olsun; Ox oxu F,F,-don kecon diiz xatt, OY oxu 1so
O noqtasinda ¢akilon perpendikulyar olsun. Ellips {izorinds gotiiriilmiis istonilon

M noqtosinin koordinatlar: (x; y) olsun. Torifo géro MF,+MF, sabitdir. Bu sabiti

2a ilo 1sars edak:

13
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MF +MF,=2a. (1)
Fokuslar arasindaki mosafs 2¢ olsun: F F,=2c.
Aydindir ki, a > ¢. Ciinki, 2a AMFF, —in 2 torafinin comidir, 2¢ 1s9 1 torafi-
dir. Yoni, MF,+MF, >F|F,, 2a>2c oldugundan a>c olar.

Aydindir ki, sec¢ilmis koordinat sistemi n-

A
do F,(—c; 0), Fy(c; 0) olar. Verilmis iki néqto T My
.0
arasindaki mosafo diisturuna gors yaza bilorik:
2 _ 2 2 JPral ’
MF? =(x+c)*+ )7, o .
MF22 =(x—c)* +°. F(-¢;0) O F,(c;0) *
Onda (1) miinasibatino gors yaza bilorik:
\/(x—kc)2 +y° —k\/(x—c)2 +y* =2a
Hor torafi kvadrata yiiksaldib elementar ¢evirmalar aparaq:
\/(x+c)2 +y° :2a—\/(x—c)2 +y°
x> +2xc+ct+yt =4a’ —461\/()6—0)2 +y° +x° =2xc+ )’
dxc = 4a’ —4a\/(x—c)2 +y°
a® —xc= a\/(x—c)2 +y°
(a* —xc)’ =a*((x—c)* +y?%)
a* —2a’xc+x’c* =a’x* =2a’xc+a’c’ +a’y’
a2y2+(a2 _Cz)xz =a2(a2—cz)
2 2
y X
a2 — 2 +?_1' 2)

a>c oldugundan a’—c*=h isars eds bilorik (b>0). Bu isaraloms daxilinds (2)
miinasibati asagidaki soklo diisor:
2 2
Xy
a’>  b? ®)
(3) ellipsin on sado formada tonliyidir. Bu tonliys ellipsin kanonik tonliyi de-

yilir.
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Indi ellipsin formasini aydinlasdiraq.(3) miinasibatindon alinir ki,
<1, =<1 = x’ Saz, y2 <ph:=

= -a<x<a, -b<Ly<bh
(3) miinasibatindon goriiniir ki, x-in yerino —x, y-in yerino —y yazdiqda tonlik
doyismir. Ona goro do ogor hor hans1 M(x,; y,) noqtesinin koordinatlart (3)-ii
odoyirss, demoali M'(—x; y,), M" (X, —y,), M'"'(—Xx,; —y,) noqtalori do 6dayir. Yoni
har hans1 M(x,; y,) ndqtasi ellipsin tizorindadirss, onda onunla absis oxuna, ordi-

nat oxuna vo koordinat baslangicina goro simmetrik olan noéqtalor do onun iizo-
rindadir. Basqa sozlo, (3) tonlikli ellips absis vo ordinat oxlarina nozoron simmet-
rikdir; absis vo ordinat oxlar1 (3) tonlikli ellipsin simmetriya oxlaridir. Ona gora
do, bu ellipsi, ovvalca, I riibde qurmagq, sonra ise simmetriyaya gérs qalan riiblor-

do davam etdirmok olar. (3)-ii y-o nozoron hall edak

2 2

y—2 =1- x_2 =>y= iém
b a a
I ribdo 0<x<a, yzéx/az—x2 olar; YA
a B,| b

x=0 oldugda y=b, x=a olduqda iso
y=0 olur; x artdigca y azalir. Bu deyilonloro 4, 4 .
osasan ellipsi I riibdo qururuq vo sonra sim- —4a a x
metriyaya goro qalan riiblordo davam etdiri-
rik. B, |-b

Ellipso aid asas anlayislarla tanis olaq. Ellipsin simmetriya oxlarmin 4,4, vo

BB, pargalarma, basqa soézlo, 2a vo 2b-ya ellipsin uygun olaraq, boyiik va kigik

oxlar: deyilir (b* =a®> —c¢* oldugundan b<a). a vo b-yo iso, adoton, ellipsin

boyiik va kicik yarimoxlar: deyilir. Ellipsin simmetriya oxlarinin kosisma noqtalo-
ring ellipsin markazi deyilir. Ellipsin boyiik vo kigik oxlarinin uclarina ellipsin za-
palari deyilir.

Aydindir ki, b a-dan na godoar ¢ox kigikdirsa, onda ellips daha uzunsov olur;

b a-ya na qodar yaxindirsa, ellips ¢evraya bir o qodar yaxin olur. Ona gors do
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ellipsin formasi b/a nisbotindon asilidir. Lakin analitik hondosodo daha c¢ox b/a
nisbotindon yox, ¢/a nisbatindon istifado olunur. ¢/a nisbating, yoni fokuslar ara-
sindaki masafonin yarisinin ellipsin boyilik yarimoxuna nisbating ellipsin ekssen-
trisiteti deyilir vo ¢ ilo isars olunur:

L_c_Na b _ 1_@2

a a a

Son ifadoadon goriindiiyii kimi, £ 0-a no qadar yaxindirsa (b/a nisbati vahido
yaxin olduqca) ellips ¢evraya bir o qodar yaxin olur. Qeyd edak ki, 0<c<a ol-
dugundan 0< &<I olar.

Ellips iizorindo gotiiriilmiis hor hans1 M(x; y) noqtesindon fokuslara godor

olan MF,, MF, mosafolori homin néqtenin fokal

radiuslari adlanir vo uygun olaraq r,, r, ilo isaro M(x,y)

olunur: _/rl>’”zm
7"1 =a+ &x, Fi O F2 X
7, =a— &

Aydmdir ki, r, +r, =2a.

Hiperbola

Hiperbola dedikds miistovinin elo noqtalorinin hondasi yeri basa diisiiliir ki,
bu noqtalorin miistovinin verilmis iki néqtesindon olan masafslori forqi sabit ol-

sun. Homin verilmis iki ndqtoys hiperbolanin fokuslar: deyilir vo F, F, ilo isaro

olunur.
I. Hiperbolanin on sads formada tonliyini almaq ii¢lin koordinat sistemini

F,, F, fokuslarina nozoron ellipsdo oldugu kimi yerlosdirok. 2¢ ilo fokuslar ara-
sindaki mosafoni isars etsok, F,(—c; 0), F,(c; 0) olar. Hiperbola {izorinds istonilon
M(x; y) noqtesi gotiirok. Hiperbolanin torifino géro MF, vo MF, mosafalorinin

forqi sabitdir. Bu sabiti 2a ilo isaro edok. Aydindir ki, M noqtasi I, IV riiblords

olarsa,
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MF~ MF,=2a, (1)

I1, III riiblordo yerloson M(x, y) néqtasi tiglin 1so
MF,~MF,=2a (2)
olar. Qeyd edok ki, ellipsdon forqli olaraq, hiperbolada 2a<2c¢ (2a iigbucagin 2
torofinin forqi, 2¢ — tigbucagin bir torofi), A
yoni a<c olur. (1) va (2) naticalorini birlos- 4 M (x;y)

dirsok timumi hal {i¢iin

MF~ MF,=+2a, (3)

vo yaxud ,/ >
Fi(=¢; 0) 0 F,(c;0) «x
\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2:iza ! 2(C

oldugunu alariq.

Ellipsds oldugu kimi analoji ¢evirmalor aparsaq, yekunda belo bir tonlik ala-

r1q:

2 2
LA =1

2 2 2
a a —c¢C

Lakin burada a<c oldugundan ¢*-a*=b*>0 (b>0) isara etsak, tonlik bels olar:

2 2
Xy
-2 =1
a2 b (4)

Bu, hiperbolanin an sado formada tonliyidir. (4) hiperbolanin kanonik tonliyi ad-

lanir.

I1. (4) tonliyi ilo verilon hiperbolanin formasin1 miisyyan edok. 9vvalca geyd

2 2
. X <
edok ki,— = y_z +1 oldugundan
a” b
2 < —
x —
—221:>x22a2:>‘x‘2a:>
a xX>a

olar.

Daha sonra x vo y (4)-9 ikinci doracodon daxil olduglarina gors ellipsda ol-
dugu kimi, buruda da ala bilorik ki, koordinat oxlar1 (4) tonlikli hiperbolanin da
simmetriya oxlaridir. Ona goro do hiperbolani birinci riibdo qurub, sonra sim-

metriyaya goro galan riiblordo davam etdira bilorik.

17



Isayeva S. Ali riyaziyyat kursundan miihazirelor

A
Y

2
(4) ifadesindon almir ki, y* = b—z(x2 —a’)= y= iQ\/XQ —a” . Birinci ritbdo
a a
b 2 2 .
y miisbot oldugundan Y = - X" —a" olar (y>0, x>a). Buradan goriiniir ki, x=a
. b .. : 9
oldugda y=0 olur; x artdiqca y artir vo homiso y =—x diiz xottindon asagida qa-
a

lir, lakin ona sonsuz olaraq yaxinlasir. Dogrudan da, hiperbolanin vo y =éx
a

diiz xottinin hor hansi eyni bir x absisino uygun ordinatlari arasindaki forqi 6x

ilo isara etsok, yaza bilorik:

B b(x* —(x* —a?)) B ab

B a(x+x*—a*) _x+\/x2—a2 .
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Alinan naticodon goriiniir ki, x sonsuz olaraq artdiqda dx miisbat qalaraq 0-a

yaxinlasir. Yoni hiperbolanin I riibdoki qolu x sonsuz artdiqda y = éx diiz xotti-
a

no sonsuz olaraq yaxinlasir. Belo y =—x diiz xottino hiperbola ayrisinin asimpto-
a

tu deyilir. Simmetriyaya goro y = ——x diiz xotti do hiperbolanin asimptotudur.
a

Fokuslar1 gostormok iigiin ¢>=a’+b" oldugunu yada salaq; ¢ — sokildoki C,C,C,C,
diizbucaqlisinin diagonalinin yarisina barabordir.

II1. Hiperbolaya aid osas anlayislarla tanis olaq.

A A, — hiperbolanin haqiqi oxu (2a), B,B, — hiperbolanin xayali oxu (25),

a —haqiqi yarimox, b — xoyali yarimox,

A,, A,—hiperbolanin topalari, O — hiperbolanin morkazi,

C,C,C,C, — hiperbolanin ox diizbucaqlis1 adlanir.

Hiperbolanin ekssentrisiteti:

c a’+b? bY
E=—=———=[14|—| =e&>1

a a a

Xisusi halda a=b oldugda hiperbola boraboroxlu hiperbola olur
(x* — y* =a*). Hiperbolanin ekssentrisiteti vahide yaxm olduqca (basqa sozlo,

b/a 0-a yaxin oldugca) hiperbola daha uzunsov olur.

Parabola

Parabola dedikdo miistovinin elo noqtalorinin hondosi yeri basa diisiilir ki,
bu noqtalorin miistovinin verilmis diiz xottindon vo verilmis néqtosindon olan mo-
safalori bir-birino barabar olsun. Miistovinin verilmis bu diiz xottino parabolanin
direktirisi, verilmis noqtosing iso parabolanin fokusu deyilir. Parabolanin fokusu-
nu adaton F ilo 1sars edirlar.

Forz edok ki, KL parabolanin direktirisi, M iso onun iizorindo gotiiriilmiis
hor hansi néqtadir. MB 1 KL ¢okok. Torifo goro MB = MF olmalidir. FD 1 KL,
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FD = p olsun. p — fokusdan direktriso qodor olan Y

mosafadir, parabolanin parametri adlanir. B 7 *M
Parabolanin on sado formada tonliyini ¢ixar- /!
magq lc¢ilin koordinat sistemini belo yerlasdirak: ko- /

ordinat baslangici FD parcasinin O orta noqtoasi, ab- :

sis oxu FD-ni 6ziinds saxlayan diiz xott (miisbot isti- — ¢t

gamot olaraq O-dan F-o dogru) olsun, Oy 1 Ox. L

Onda aydindir ki, bu koordinat sistemindo F fokusunun koordiantlar (%, Oj,

KL direktrisinin tonliyi x = —g olar. Parabola tizorinds yerloson ixtiyari M (x; y)

iciin M B=MF oldugundan yaza bilorik:

2 2
MB® = MF?, (x+§) =(x—£j +37,

(%)2 +px+x>=x —px+(§jz +y°
voya
¥ =2px (1)
(1) miinasibati parabolanin kanonik tonliyi adlanir.

Indi (1) tenlikli parabolanin formasini miisyyonlosdirak. y* =2px oldugun-

2

dan x=2" olar. Buradan isa aliriq ki, x>0. Ona goro do parabola oyrisi I vo IV

2p
riiblorda yerlosir.

(1) miinasibatine y dayisoni ikinci doracodon daxil olduguna gore parabola oy-
risi Ox oxuna noazaoran simmetrik olmalidir (¢iinki, har hansi (xo, yo) noqtesi pa-
rabola iizorinds olarsa, (xo, —yo) noqtasi do parabola iizorinds olar). Ox oxu (1)
tonlikli parabolanin simmetriya oxu olduguna gors onu ovvoalca I riibdo quraq,

sonra isa simmetriyaya gora IV riibo davam etdiroak.

(1) miinasibatine goro y=+,2px .
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I riibdo y>0 oldugundan y=,2px olmahdir (x>0). x=0 oldugda y=0

olar ((0; 0) noqtasi parabolanin tapa nog- x Y A

tasi adlanir) vo x artdiqca, y do artir.

Qeyd edok ki, x=§ oldugda : N

y2 =2px = p2 vaya y=zp olur. Demo-

I1, (%, pj, (g, — pj noqtalori parabola

tizorindodir. Ona goro do parabolanin

fokusundan kecib, parabolanin simmet-
riya oxuna perpendikulyar olan NQ vo-

torinin uzunlugu 2p olar.

(1) miinasibatindo x va y-in yerini
dayissok, x* =2py olar. Onda simmetriya oxu Oy olar.

Qeyd edok ki, yegano simmetriya moarkozi olan oyrilor markazi ayrilor adlanir.
Simmetriya morkozi olmayan ikitortibli ayrilor moarkazi olmayan ayrilor adlanir.
masalon, ¢evra, ellips, hiperbola ikitartibli markozi ayrilor, parabola iso morkozi

olmayan ikitortibli oyridir.
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MUHAZIRO 5, 6
IKITORTIBLI VO UCTORTIBLIi DETERMINANTLAR.

Ikitortibli determinant anlayisi.

Ikidayisonli iki xoatti tanliklor sistemi iiciin Kramer gqaydasi.

Ikitortibli determinant dedikda

a b

a, b,
ifadasi basa disiiliir; burada a,,a,,b,,b, ifadslori determinantin elementlori adla-

nir. Bu elementlor determinantin siralari adlanan 2 sotir vo 2 siitununda yerlosir.

Ikitortibli determinantin kémayi ilo
ax+by=c,
2)
a,x+b,y=c,
sokilli ikidoyisonli iki xotti tonliklor sistemini hall etmok rahat olur. (2) sisteminin
hollini tapmagq li¢iin onun birinci tonliyinin hor torofini  b)-yo, ikinci tonliyinin

hor torafini b1-ya vurub torof-torafa toplayaq:

(a1b2 — axb1) x = c1b2 - c2b1 3)

Analoji qayda ilo almaq olar ki,

(arbr—ab))y=—crax+ coan (4)
a b
D= =a,b, —a,b,,
a, b,

determinantina (2) sisteminin bays determinanti,

¢ b
D, = =cby — by,
G b
a ¢
a, ¢

determinantlarina iso kémokgi determinantlar: deyilir. Bu miinasibatlor daxilinds
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(3) vo (4) miinasibatlori asagidaki sokilds olar:
Dx =Dy

Ogor, D # 0 olarsa , (2) sisteminin yegand hoalli var:

X = x,y:_y. (5)

(5) disturlarina Kramer diisturlar: deyilir. D=0 olarsa (2) sisteminin ya holli yox-
dur (sistem uyusmayandir), ya da sonsuz sayda halli var (sistem gqeyri-miioy-

yandir). Bu halda sistemo ayrica baxilir. Masalon,

Tx—6y=35
8x—-Ty=-10
tonliklor sistemini Kramer gaydasi ilo hall edak.
7 -6
= =—49+48=-1
g8 —7
5 -6
D, = =-35-60=-95
-10 -7
7 5
D, = =-70-40=-110
Y8 -10
D -1
D, -110
=—2=——"=110
Db

Cavab: (95; 110).
Ucdayisanli iki xatti bircins tonliklor sistemi

Asagidaki kimi tigdayisonli iki xatti bircins tonliklor sistemina baxaq:
ax+by+cz=0,
(1

a,x+b,y+c,z=0,

Burada x, y, z — dayisenlor, ai, az, b1, bs, c1, 2 — malum adodlordir.
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(1) sisteminin homiso halli var, belo ki, masalon x=0, y=0, z=0 halli bu siste-
min hallidir (sifir hall). (1)-in sifirdan forgli hollinin tapilmasina baxaq. Sadalik
ticlin tutaq ki, z#0. Onda, (1)-don alinir ki,

z z
z z
a, b
Ogor, D= #0 olarsa,
a b,
E_i_cl b, Lbl ¢
__ial _Cl__Lal G

(1)-in amsallart matrisini diizoldok:

a b ¢
a, b, ¢
D1, D>, D3 ilo matrisin uygun siitununun silinmosindon alinan ikitortibli de-

terminantlari isara edok:

b ¢ a, G a b
D, = D, = D, =
b, ¢, a, & a, b,
Onda D3#0 oldugunu forz etsok,
by D x_z _y_z
D,z D, D, D, D, D,
X _y_z )
Dl D2 D3

Aydindir ki, (2) baraborliklori (0; 0; 0) halli ti¢lin do dogrudur. Miitonasiblik

omsalini 7 il isars edok. Onda

*r__y_Zz

- ==
Dl DZ D3

x=Dit, y=—Dst, z=D3t (—0<t<+w0) (3)
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alariq. Qeyd edok ki, (3) diisturlarimi ¢ixararkon D=D3#0 oldugunu forz etmisdik.
Lakin asanlqla yoxlamaq olar ki, bu diisturlar D1, D>, D3-don istonilon biri (heg
olmasa biri) sifirdan forqli olanda da dogrudur.

D1=D>=Ds =0 olarsa, sistem ayrica aragdirilmaldir.

x=2y+3z=0 o o
Misal: sistemini hall edok. Omsallar matrisi:
4x+5y—-6z=0
1 -2 3
4 5 -6
-2 3
D, = =12-15=-3
5 -6
1 3
D, = —-6-12=-18
4 -6
1 -2
D, = =5+8=13
4 5

Onda (3) diisturlarina gors yaza bilorik:
x=-3t, y=18t, z=13¢ (—o<t<+w).
Demoli, verilmis sistemin sonsuz sayda halli var vo bu hoallor (-3¢, 18¢, 131),

te R soklindodir.
Cavab: (-3¢, 18¢, 131), teR.

Uctartibli determinant anlayisi. Ayirma teoremi.

Uctortibli determinant dedikdo

a; dyp dp

D= |Gy 4y ay) a23+ ay; Ay
=ldy Ay Ay =dy a3

(1)

as; ds; dz;  dszg sy A4y

a3 dz  di;

ifadasi basa diisiiliir; burada an, ai,,.., as; (qisa ai, i=1,3; j=1,3) odadlorina iictor-
tibli determinantin elementlori deyilir. Bu elementlor tigtortibli determinantin si-
ralar: adlanan ii¢ satir va li¢ siitununda yerlosir. Goriindiiyli kimi elementin in-

deksindaki birinci adad sotrin némrasini, ikinci adad iso siitunun némrasini gosto-
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rir. Masalon, a»3 — ikinci satir, liglincii siitunda dayanan elementdir.

1 2 3
Misal. |2 3 4| determinantini hesablayaq.
3 45
I 2 3
3 4 2 4 3
2 3 4:1‘ ‘—2‘ +3 ‘:(15—16)—2(10—12)+3(8—9):O
4 5 3 5 4
3 45
Cavab: 0.

(1) do ikitortibli determinantlar1 agsaq, gororik ki, tigtortibli determinant alti
toplananin comi soklinda gostorilir: licli miisbat, ti¢li manfi isarasi ila:
D=ananaztaraizantasziaina;—aizanas-aaian—asandi.
Bu toplananlar1 asagidaki qayda (iigbucaq qaydasi) ilo yadda saxlamaq
olar:

miisbot isarasi ilo gotiiriilon toplananlar

monfi isarosi ilo gotiiriilon toplananlar

Indica baxdigimiz misaldaki determinanti bu qayda ilo do hesablayaq:

1 2 3
2 3 4 =13.5+2:4.342-4.3-3.3.3-2:2.5-4-4-1=15+24+24-27-20-16=0
3 45

(1) determinantin har hanst ajj elementinin minoru dedikds bu determinan-

tin i-ci satrini v j-cu siitununu sildikdon sonra alinan ikitortibli determinant basa

dustilir vo Mjj ils isars olunur. (1) determinantin ajj elementinin cabri tamam-
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i+j

layicist dedikds onun Mjj minorunun (-1)"/-ys hasili basa dustilir vo 4j; ils isa-

ro olunur:

A=) Mi=1,2,3)=1,2,3.

iy
Masalon, baxdigimiz misaldaki determinantin ikinci satir, birinci siitununda

dayanan «2» elementinin cobri tamamlayicisi:

Ay = (_1)2+1M21 = _‘j 2‘ =2,
minoru 159 M>1=-2-dir.

Indi (1) determinantini asagidaki sokilde yaza bilorik:

4 Ay Gy
D=lay, ay, ay|=ay M —a, M, +a;M ;= a4y, + a4, + a4
a3 dzp  ds
Bu ifadoyo tgtortibli determinantin birinci sotir {izro ayrilist deyilir. Demali,
tictortibli determinant onun birinci sotir elementlorinin bu elementlorin cobri ta-
mamlayicilarin olan hasillori comina borabordir.

Teorem (aywma teoremi). Ugtartibli determinant onun hor hansi satir vo ya
siitun elementlorinin bu elementlorin cobri tamamlayicilarina olan hasillori comi-
no barabordir:

D=anAn+anAntaizAis,

D=ax Az +anAn+tarsAas,

D=a3 A3 tanAntaszAss, (2)

D=anAn+anAn+aszAs,

D=anAntanAntandsn,

D=ai3A3tanAtaszAss.
Bu alt1 diistur ti¢ satir vo ii¢ siitun iizro ayrilis diisturlaridir.Asanligla yoxlamaq
olar ki, (2) ifadoslorinin hamisi torifdoki (1) ifadesini verir vo belaliklo do (2)
diisturlarinin dogrulugunu almaq olar.Belaliklo, hor hansi tigtortibli determinanti
hesablamagq iigiin tokco birinci satir lizro ayrilis diisturundan deyil, hor hansi bas-
ga olverigli sotir vo ya siitun elementlori tizro ayrilis disturlarindan da istifads

etmok olar.
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I 2 7
Misal. |4 3 0] determinantini alverigli sira lizro ayiraraq hesablayaq.
3 25

Olverisli sira kimi ikinci satri gotiiro bilorik.

1 2 7
2+12 7 2+21 7
=4(-1) +3(-1) +0=—4(10-14)+3(5-21)=-32
2 5 3 5
3 25
Cavab: -32.

Determinantlarin asas xassalori

Determinantlarin asas xassolorini formulo edorkon onlarin tortibini gostor-
maoyacayik. Ciinki, bu xassalor istonilon tortibli determinantlar tigiin dogrudur.

Xassa 1. (satir, siitunlarin eynihiiquqlulugu xassasi): Determinantin biitlin so-
tirlori uygun siitunlari ilo ovoz olunarsa, onun qiymaoti doyismoz.

Mosalan, tigtartibli determinant ii¢iin bu o demoakdir ki,

Ay Qi Gz |Gy Ay 4y
dyp Ay Ay =|dpp dy Ay
a3 4z daz| |43 dy3  ds3
Dogrudan da, sol torofdoki determinanti birinci sotir, sag torofdoki determi-
nanti iso birinci slitun tizra ayirsaq, onlarin borabor oldugunu alariq.
Xassa 2. Determinantin 1ki paralel sirasinin yerini doyisdikdo onun miitloq
qiymoti oldugu kimi qalir, isarasi iso oksino doyisir.
Isbati. Tutaq ki, mosalon,
a4 4gz
D=la,, ay, ay
a3 4z ds
determinantinda I va II sotir elementlorinin yeri doyisib:
dy; Ay Ay
Dy =\ay, ay, a;

as; dz  dszg
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Isbat edak ki, D1=-D.

D-ni I sotir, Di-11so II satir {izro ayiraq:
D=anAn+anAntaiAi=anMu—-anMptaizMs,
Di=an(-1)"Mii+aiz(-1)*"2Mi+aiz(—1)*3Miz=—anMii+ai:Mix—aisM3=-D.

Belolikls aldiq ki, D1=-D
Xassa 3. Determinantin iki paralel sirasi eyni olarsa, belo detrminant 0-a bo-
rabordir.
Isbat:. Tutaq ki,
ayp dpp dp
D=la, a, a
a;; dzp Az
determinantina baxilir. Goriindiiyii kimi, bu determinantin I vo II satir element-
lori eynidir. I vo II sotrin yerini doyissok, alinmig determinant ovvalki xassoyo go-
ra —D-ya barabor olar. Lakin bu determinant, hom da, avvalki determinantdir.
Demoli, D=-D. Buradan iso aliriq ki, D=0.
Novboti xassalori isbatsiz verok
Xassa 4. Determinantin hor hansi sirasinin elementlorinin ortaq vurugunu
determinant isarasi xaricina ¢ixarmagq olar.
Natica 1. Determinantin hor hansi sirasinin biitiin elementlori 0 olarsa, belo
determinant (0-a borabordir.
Noatica 2. Ogor determinantin hor hansi sirasinin elementlori ona paralel si-
ranin uygun elementlori ilo miitonasib olarsa, belo determinant 0-a borabordir.
Dogrudan da,
a4 A an Gy Ap3
ka,, ka,, kas=kla, a, a;=k0=0
a3 Az dsg a3 dz sz
Xassa 5. Ogor determinantin hor hansi sirasinin elementlori iki toplananin
comi soklindo gostarilibsa, onda bu determinant iki uygun determinantin comina
borabordir.

Isbati. Tutaq ki, determinant asagidaki sokildadir:
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/ / /
ap+ta; aptap aztap

=(ay, +ay) 4y +(ap, +ap) A, +(afs +a3) Ay =
= (a4 + apdyy + ap i) + (a4 +ap Ay + a3 4;3) =
ayp Gy g3 al/l al/z a1/3
= |da1 Gy Gy Ty Ay Ay
d3; dzp 4z (A3 d3p  di
Noatica. Ogor determinantin hor hansi sirasinin elementlori {izorino ona para-
lel siranin uygun elementlori ilo miitonasib olan adadlor slave olunarsa, determi-
nantin qiymati doyismoz.
Bu o demoakdir ki, masalan:
ay @y 4| |ay tkay  ay tkay s+ kay,
D=lay ay axp|=| ay oY) a3
a3 Ay dy as as) as3
Xassa 6. Determinantin hor hansi sirasinin elementlorinin ona paralel sira-
nin uygun elementlorinin cobri tamamlayicilarina olan hasillori comi 0-a bora-

bardir.

Basqa s6zlo, mosalon,

determinanti Gi¢iin:
anAx+anAntaizA»=0,
anAszitainAyn+aizAz=0vas.,
homginin:
a1AntarAn+az;1A3=0,
anAnitanAntaziA;=0vas.

odonilir.
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Ucdoyisonli ii¢ xotti tonliklor sistemi. Kramer qaydasi.

a,x+a,y+a;z=d,
Uy X +ayny+ayz=d, (1)
a3 X+ a3,y +auz=d,
sistemina baxaq; burada x, y, z — doyisonlor, aij, i,j=1,3-omsallar, di, d>, d3 — sor-
bost hadlordir.
(1) sisteminin holli dedikds x, y, z doyisonlorinin elo qiymotlori ti¢liiyli basa
diisiliir ki, bu ticliik homin sistemi 6dasin.

(1) sisteminin

bas determinantini vo

d, a, a; a, d, ap a, a, d
D, =|d, ay ay) Dy =lay  dy  ay), D,=lay ay, d,
dy ay; ay a;; dy ay as; ay ds

komakci determinantlarim daxil edoak.
(1) tonliklarinin birincisini A411-9, ikincisini 421-9, Ugiinclislinii 431-9 vurub to-
rof-torofo toplayaq:
(anAntanAx+aziAz)x+(andintarAn+anAs)y+
+(aAntanAn+tazzAs))z=diAn+drAx+dzAs. (2)
ovvalki basligda tanis oldugumuz determinantin VI xassosino goro (2)

miinasibatinds y vo z-in qarsisindaki omsallar 0-a borabordir. Ona goro do (2)-

don aliriq ki,
Dx=D..
Analoji gayda ilo ala billorik ki,
Dy=D, Dz=D.,.

Beloliklo, aliriq ki, ogor (1) sisteminin bas determinanti D#0 olarsa, onda

bu sistemin yegana halli var vo bu hall asagidaki diisturlarla toyin olunur:

xX=—> y=—-, z=—"25 (3)
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(3) disturlari (1) sisteminin halli Gigiin Kramer gaydas: adlanir.
Qeyd: D=0 olarsa, (1) sisteminin ya halli yoxdur (uyusmayandir), ya da

sonsuz sayda hoalli var (gqeyri-miioyyon sistem).

3x—y+5z=2
Misal: {3x+2y—z=0 sistemini hall edak.
x+3y—-4z=0
3 -1
2 -1 3 -1l 3 2
D=3 2 -1/=3 +1 +5 =
3 -4 1 -4 1 3
1 3 -4
=3(-8+3)+(-12+1)+5(9-2)=9=0
2 -1
2 -1
D =0 2 —1:2‘ ‘:2(—8+3):—10
3 -4
0 3 -4
3 2 5 ;
D =3 0 -1=-2 =-2(-12+1)=22
y A R EERS)
1 0 -4
3 -1 2
3 2
D =3 2 0=21 3:2(9—2):14
1 3 0
D, 10 D, 22 D. 14
X = :——’y:—:—,Z: = —
D 9 D 9 D 9
Cavab: (—&, Q, Ej
9 9 9

Ucdoyisonli ii¢ xatti bircins tonliklor sistemi

Ugdayisanli ii¢ xatti bircins tonliklor sistemina baxaq

ax+ap,y+a;z=0,
Ay X+ Ay, +a,,z=0, (1)

Ay X+a3,y+a;z=0,
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Sistemin hor bir tonliyi xottidir, bircinsdir; sistem {igdoyisonlidir (ayri-ayri
tonliklards doyisonlorin say1 az ola bilar).

Aydindir ki, (1) sisteminin homiso x=0, y=0, z=0, yoni (0, 0, 0) halli var.
Demoali, (1) sistemi homiso uyusandir. Gorason sistemin no vaxt sifirdan forqli
holli var?

Teorem. Ucdoyisonli {i¢ xatti bircins tonliklor sisteminin yalniz vo yalniz o
vaxt sifir olmayan halli var ki, onun bas determinanti 0-a borabaor olsun:

dyp dip Ay
D=la, a,, ay|=0.
a3 Az dsg
Isbati: 1) Tutaq ki, (1)-in sifir olmayan (x,,y,, z,) halli var. Isbat edok ki,

D=0. 9ksini forz edok ki, Tutaq ki, D#0. Onda (1)-in halli Kramer qaydasina go-
ro yegano olar. Lakin (1)-in ham (0; 0; 0), hom do sifir olmayan (x;,y,, z;) halli
var. Ziddiyyat alinir. Demali, D=0 olmalidir.

2) Tutaq ki, (1) ii¢iin D=0. Isbat edok ki, (1)-in sifir olmayan halli var.
Dogrudan da, D=0 olarsa, (1)-in ya holli yoxdur, ya da varsa da, yegans deyil.
Lakin (1) sistemi uyusandir (heg¢ olmasa, (0; 0; 0) halli var). Demali, (1)-in halli

var, yegano deyil. Ona gora do (1)-in sifir olmayan halli do var.
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MUHAZIRO 7, 8
VEKTORLAR COBRININ ELEMENTLORI.

Skalyar vo vektorial komiyyatlor

Secilmis vahidlor sisteminda yalniz 6ziiniin adadi qiymati ilo tamamilos xarak-
terizo olunan komiyyoto skalyar komiyyat deyilir. Masalon, kiitla, temperatur,
hocm va s. — skalyar komiyyatlordir.

9dadi giymotindon basqa istigamati ilo do xarakterizo olunan komiyyatlora

vektorial komiyyatlor va ya vektorlar deyilir. Masalon, qiivva, siirat, yerdoyisma va s.
Vektorlari, adaton, kicik horflorlo, moasalon, @, b va s. kimi, va ya boyik

harflarls, masalon, 4B kimi 1saro edirlor (burada A vektorun baslangici, B iso so-
nudur). Bundan sonra iso oyanilik {i¢iin vektorlara isti-

gamonlonmis parcalar kimi baxacagiq.

—

a vektorunun modulu (uzunlugu) dedikds onun odo- h

/
di gqiymoti basa diisiiliir vo ‘Zz‘ ilo 1sara olunur.
A
Modulu 0-a borabor olan (istigamati ixtiyari olan) \

B

vektora sifir vektor deyilir va 0 kimi isaro olunur.

Ogor 1ki vektor eyni bir diiz xatt vo ya 2 paralel diiz
xott tizorinds olmagla eyni uzunluga vo eyni istigamoto malik olarsa, belo vektor-
lara barabar vektorlar deyilir. Bundan sonra borabor vektorlarit forqlondirme-
yacayik. Onlara bir sarbast vektor kimi baxacagiq. Xiisusi halda sarbast vektorlar

liclin ortaq baslangic da sego bilorik (bundan sonra vektorlara fozada baxacagiq).

Vektorlarin comi va forqi

Bir ne¢o vektorun, masalon, 4, b, ¢, d vektorlarinin comi dedikds elo
S=d+b+¢+d
vektoru basa disiiliir ki, bu vektorun uzunlugu vo istigamoti verilmis vektorlar

tizorindo qurulmus uygun siniq xattin baslangic vo uc néqtalorini birlogdiron oM
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vektorunun uzunlugu va istigamati ilo eyni olsun:

iki @vo b vektoru iiciin onlarin § comi bu vektorlar
izorindo qurulmus paralelogramin diaqonahdir (parale-
logram qaydasi).

—

Uc d, b, ¢ vektoru iiciin onlarin § comi bu vektor-

QY

lar tizorindo qurulmus paralelepipedin oM dioganalina

borabordir (parallelepiped qaydasi).

Asanligla yoxlamaq olar ki, vektorlarin toplanmasi ¢

liclin asagidaki xassolor dogrudur:

d
1) yerdoyismo xassosi: v

i+b=b+ad;
2) qruplasdirma xassast:
+(b+¢)=(G+b)+¢;
3) hor bira = 0A vektoru ticiin onunla eyni uzunluqglu, oksistiqgamotli —d = 04’

vektoru var.

Aydimndir ki, @ +(-a)=0.
ydindir ki, a + (—a) R x
4)di+0=a.

iki @ve b vektorunun forqi dedikds elo d =a —b vektoru

basa diisiiliir ki, » + d =a olsun. Asanhqla yoxlamagq olar ki,

d—b=ad+(-b).
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Vektorun adads vurulmasi

Torift G vektorunun k ododine hasili dedikde elo b =kd vektoru basa
diisiiliir ki, » vektorunun uzunlugu ‘k”ﬁ‘ hasilino barabor olsun, istigamoti k>0

oldugda a vektorunun istigamati ilo eyni, k<0 oldugda a vektorunun istigamo-

tinin oksino, k=0 olduqda iso istonilon olsun

ki (k<0) ki (k>0)

a

Asanligla yoxlamagq olar ki, vektorun adods vurulmasinin asagidaki xassalo-
r1 var:

) (k+Da=kd+la,

2) k(@+b)=ka +kb,

3) k(la)=(kl)a,

—

H1-d=a, (-1)-a=-d, 0-a=0.

Ogor 0-dan forqli @ vektorunu onun uzunluguna bélsok, yoni 1 ododino

a

vursaq, onda vahid uzunluqlu ¢ vektorunu alariq:

. a

€= ﬁ.
(Aydindir ki, € vektorunun istigamoti a vektorunun isti- 3 a
qamati ilo eynidir). € vektoruna a vektorunun ort vektoru
deyilir.

i=|d-é. (1)

(1) diisturu 0 @ciin do formal olaraq dogrudur: 0=0-¢, ¢ istonilon ort vek-

tordur.
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Kollinear vo komplanar vektorlar

Tarif: Eyni bir diiz xott {izorindo va ya iki paralel diiz xott iizorindo yerloson

iki vektora kollinear vektorlar deyilir. Masolon, sokildo-

kidvod , b vod , b va a vektorlari kollinear vektor-

lardir; mosalon, b vo ¢ kollinear deyillor.
Aydindir ki, 0-nu Va ilo kollinear hesab etmok

olar (V isarasi «istonilon» demokdir). /
d

Teorem: 0-dan forqli iki @ vo b vektoru yalniz vo

yalniz o zaman kollineardir ki, onlar miitonasib olsunlar, yani elo k adadi olsun
ki, b = ki ddonsin.
Tarif: Eyni bir miistovi izarindo va ya paralel miistovilor tizorinds yerloson ii¢

a, b, ¢ vektoruna komplanar vektorlar deyilir.

Basqa sozlo, demok olar ki, a, b , ¢ vektorlart o zaman komplanardir ki,

onlar1 vahid ortaq baslangica gotirdikdo bir miistovi iizorinds yerlogsinlor.
Aydindir ki, 3 vektordan biri 0-dursa, onlar komplanardir.

Teorem: 0-dan forqli ii¢ d, b, ¢ vektoru yalniz vo yalniz o zaman kompla-

nardir ki, onlardan biri digor ikisinin xotti kombinasiyasi soklindo gostorilsin, yo-

ni, mosalon, &= ka + /b olsun (burada k, [ hor hans1 ododlordir).
Vektorun ox iizarinds proyeksiyasi

Ox dedikdas istigamatlonmis diiz xatt basa diisiiliir.

Torif: A noqtasinin | oxu iizarina proyeksiyasi de- .
dikds A noqtesindon bu oxa endirilmis AA’ perpendi-
kulyarmmin A’ oturacagi basa diistliir.
Torif: a = AB vektorunun / oxuna nozoron kom- Al :

ponenti dedikdo elo a'= A'B’ vektoru basa diisiilir ki, bu vektorun A’ baslangici

vo B’ sonu a vektorunun uygun olaraq A baslangicinin vo B sonunun / oxu iizo-
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3
S
» O

rindo proyeksiyalari olsun.
Tarif: a vektorunun | oxu tizorina proyeksiyasi

dedikdo g, =+[d| odadi basa disiilir; burada @' a

vektorunun / oxuna nazoron komponentidir vo kom-
ponentin istigamati / oxunun istiqamati ilo Ust-iisto diisdiikds «+» isarasi, oksino
olduqda isa «—» isarasi gotiirilir.

a vektorunun / oxu lizarino a, proyeksiyasi bels isaro olunur: @, =Pr,a.

Gostormok olar ki, @ vektorunun / oxu iizorino proyeksiyasi haqqinda
asagidaki teorem dogrudur.
Teorem: a vektorunun / oxu iizorino proyeksiyast a vektorunun uzunlugu-

nun bu vektor ila / oxu arasindaki bucagin kosinusuna olan hasilins barabordir:

A
a, :‘ﬁ‘ -cosp, @=(a,l).
Bu teoremo goro, ogor vektor oxla iti bucaq omals gotirirso, onun homin ox

lizorino proyeksiyasi miisboat adod; kor bucaq oamals gotirirso, monfi adod; diiz

bucaq omals gotirirso, sifirdir.
Fazada dekart koordinat sistemi

Tutaq ki, OX, OY, OZ fazada ii¢ garsiligh perpendikulyar oxlardir (koordi-

nat oxlarr). Homin oxlardan kegon qarsiliqh 7
perpendikulyar OYZ, OZX, OXY miistovilorino
koordinat miistavilori deyilir. OX, OY, OZ oxla- M
rinin kosismo noqtesi — O koordinat baslangici z )
0)
adlanur. S
X ~. 7 Y

Koordinat miistovilori fozan1 8 oktanta \\Jj

boliir. M'

Fazanin VM noqtesine onun 7 = OM radius
vektoru uygun golir.
Fozada M néqtasinin x, y, z diizbucaqli Dekart koordinatlar1 dedikde onun

7 radius vektorunun uygun koordinat oxlar1 iizorino proyeksiyalari basa diistiliir
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vo M(x, y, z) kimi isars olunur; x-o M ndqtesinin absisi, y-9 ordinati, z-9 189 appli-
kati deyilir.

Aydindir ki,
\F\Q:OM'2+22:x2+y2+zz. (1)

7 radius vektoru OX, OY, OZ koordinat oxlar1 1ilo uygun olaraq a, B, vy
bucaqlar1 amalo gotirirsa, onda

x:‘F‘cosa, y:‘F‘cosﬁ, z:‘F‘cosy. (2)
cosa, cosf, cosy- 7 radius vektorunun istigamatlondirici kosinuslar: ad-

lanir.
(1) vo (2)-don aliriq ki,

2 2 2 HZ

cosza+cosz,6’+cos2;/:x2+y2+22—r2:1
AT
va ya
cos’a +cos” f+cos’y =1 (3)

Qeyd edok ki, fozada noqtonin koordinatlarmma bu noqtonin koordinat

miistavisindon olan masafalori kimi do torif vermak olardi (miivafiq isars ilo).

Vektorun koordinatlari. Vektorun uzunlugu v istigamati

Tutaq ki, OXYZ koordinat fozasinda @ vektoru verilib (aydindir ki, bas-
langic1 O-da olan d-na borabor vektora baxa bilorik).

a vektorunun koordinatlar: dedikdo bu vek- Z
torun koordinat oxlari iizorino

a,=Pr,a, a,=Pr,a, a,=Pr_ a

z oz

proyeksiyalar1t basa disiiliir vo belo isaro olunur:

aa,,a,.a,).

9vvalki basligda oldugu kimi ala bilorik ki,

~ 2 2 2
‘a‘:\/ax +a,+a;, (1)
yoni, vektorun uzunlugu onun koordinatlarimin kvadratlart cominin hesabi kvadrat
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kokitino barabordir.

Aydindir ki, 4 vektorunun istigamatlondirici kosinuslar1 (cosea, cos f,
cosy ) asagidaki barabarlikdon miioyon olunacaq:
a, :‘d‘cosa, a, ﬂé‘cosﬂ, a, :‘5‘c0s7/
vaya
ay

X

a
cosa :F’ cosff =
a

(burada nozordo tutulur ki, @ sifir olmayan vektordur).

, cosyza—z. (2)

la

la

ovvalki basligda oldugu kimi burada da:
cos’a +cos”> f+cos’y =1,
yoni istigamatlondirici kosinuslarin kvadratlari comi 1-o barabordir.
0-dan forgli vektorun istiqgamati onun istiqamotlondirici kosinuslari ilo

birqiymatli toyin olunur. Beloliklo aliriq ki, vektorun uzunlugu va istiqamati onun

koordinatlary ilo tam xarakteriza oluna bilor ((1) vo (2)-yo bax).
Misal. a(1;2;—2) vektoru verilib. ‘5‘ =? a vektorunun istiqgamatini toyin edin
(yoni istigamatlondirici kosinuslarini tapin).

Holli. (1) disturuna gors yaza bilorik:

d| =1 + 2% +(=2)* =/9 =3 (vahid).

cosoz—a—’“—l cos,ﬁ’—a—y—z cos _%_ 2
a3 g 3 7 TE 3
) 1 2 2
Cavab: 3 vahid; cosazg, cos,b’zg, cosy/z—g.

Koordinatlari ilo verilmis vektorlar

uzarindd amollor

Tutaq ki, diizbucagh koordinat sisteminds d(a,,a,,a,) vektoru verilib,

Diaqonali @ vektoru olan diizbucaqli paralelepiped quraq (tiller1 a,, a,, a; ol-

sun). Aydindir ki,
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a=d, +d, + d, (sokls bax). (1)

Koordinat oxlar: tizra vahid vektorlar daxil Z ,

N

N o o - - - ———

edak (ort vektorlar): i, /, vo k .

‘1

a=a,-i, N
i,=a,-]. @) o Heeee
a.,=a. -k 0

31 z f J %

(2) miinasibatlorini (1)-ds nazors alaq:
Zl:axl?+ayj+azlg.
Axirinel — vektorun koordinat formasi adlanir. Hor hansi b (b,,b,,b,) gotiir-
sok,
b=bi+b,j+bk
olar. Indi koordinat formasinda verilmis vektorlar iizorinds omallorls tanis olaq:

1. Ad=Aa,i +a,j +ak)=2ai+Aa,j+Aak oldugundan

Aa=(Aa,,Aa,,Aa,)
olar. Belaliklo, vektoru adads vurdugda vektorun koordinatlar: bu adada vurulur.
2. atb=(ai+a,j+ak)t(bi+b,j+bk)=
=(a, £b)i +(a,+b,)j +(a, +b,)k

oldugundan

—

atb=(a,tb,a,tbh,a tb)

olar, yani vektorlar toplanarkon (¢ixilarken), uygun koordinatlar toplanir (¢ixi-

lir).
Misal. 1?1(10;20;30), 1?2(30;20;10) quvvalari verilib. Onlarin comini tapin.

Com vektorunun uzunlugunu vo istigamatini toyin edin.

Holli. Com vektoru F ila 1sars edok.

F=F +F, =(10+30;20 + 20;30 + 10) = (40;40;40)

Fl=~/407 + 40 + 407 =~/3-40% = 404/3.
a
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F vektorunun istigamatlondirici kosinuslar::

F 40 1

cosg=—2=———+=— cos,b’——40 = !
‘1?‘ 4043 3’ 404/3

, COSy=—.
N

-

Fazada iki noqto arasindaki masafd

Tutaq ki, fozada diizbucaqli koordinat sisteminde M,(x;,y,,z,) Vo
M,(x,,y,,2,)noqtalart verilib. M1M> mosafasini ta- z
paq.

Aydmdir ki, MM, =1 =0OM, —O—MI:F2 —-7,

yoni

[=F —F. (1)

(X, 01.21), B (X0,95,2,)s 1(1,,1,,1,) oldugunu

X

nazora alsaq, (1) miinasiboti koordinatlarla asagidakini veror:

[, =Xy =Xy, ly:y2_yl9 [,=z,—z.

m:\/lj +Z§ +12 =\/(x2 —x)?+ (1, =) (2 —2)?

M1M2:\/(X2_x1)2+(J’2‘J’1)2+(22_21)2 (1)
Beloliklo, fozada verilmis 2 ndqto arasindaki mosafo bu ndqtolorin uygun

koordinatlar: forglorinin kvadratlar: cominin kvadrat kokiino borabordir.

Vektorlarin skalyar hasili

Torif: @ vo b vektorlarinin skalyar hasili dedikds bu vektorlarm uzunlugla-
rinin onlar arasindaki bucagin kosinusuna hasili basa disiiliir vo a - b (vo yaxud

(a,b)) kimi isars olunur:
i-b=(d.b)=[a-p|cos(@p) (1)
Skalyar hasilin asagidaki xassalori var:
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1) yerdoyismo xassasi: (d,b)=(b,d).

Bu xasso (1)-don alinir (yoxlayn).

2) paylama xassesi: (@ +b,¢)=(a,¢) + (b,c).

3) (d,d)= \5\2. Vektorun 6ziino skalyar hasili onun uzunlugunun kvadrati-
na borabordir.

Dogrudan da, (d,a)=|al-|a|- cos(Zz,AZz) =ld|-|al- cos0 =\5\2. Bu xassodon aliriq
ki,

i|=y@D .
4) 9dodi vurugu skalyar hasil isarasi xaricina ¢ixarmaq olar:
(Ad,b)=A(a,b)=(a,b).

Bu xassa da (1)-don asanligla alinir (yoxlayin).

5) (Ad + ub,¢)=A(a,¢) + u(b,?).

Bu xasso 2) va 4) xassalorindon notico kimi alinir (bunu 6ziiniiz edin).

Iki vektor perpendikulyar olarsa, onlarm skalyar hasili 0 olar.
Dogrudan da, @ vo b vektorlari perpendikulyar iso, onda:
(@b)=|a-[|-c0s90” =0.
Iki vektorun skalyar hasili 0 olarsa, bu vektorlar perpendikulyardir. Dogru-
dan da, (57,5) =0 189, buradan alinir ki,
- [p|- cos(d@,5) =0,

A

basqa sdzlo, ya (d,b)=90°; ya da @ vo b vektorlarindan he¢ olmasa biri 0-dur

vo bu halda iso @ vo b vektorlarmi yens perpendikulyar hesab etmok olar.

Misal. ‘Zz‘=3 vahid, I;‘=3 vahid, (5,5):60" olarsa, @ vo b vektorlarinin

skalyar hasilini tapin; 2d +3b vektoru ilo @ vektorunun skalyar ha-
silini tapin.

Hblli. Ovvalco (d,b) skalyar hasilini tapaq:
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(@,b) =|al-[B| - cos 60° =3-5%=7,5.

indi do (2a +3b,a) skalyar hasilini tapaq; 5-ci xassoya gora

(2G +3b,d) = 2(d@,a) +3(b,a) = 2[a|’ +3\5\ .[@]cos60° =232 + 3. 53%:40,5.

Cavab: 7,5; 40,5.
Vektorlarin koordinat formada skalyar hasili

Tutaq ki,
G=a,i+a,j+ak (1)
b=bi+b,j+bk 2)
vektorlar1 verilib. Bu vektorlari skalyar vursaq, skalyar hasilin xassolorini vo
(D=0, D=kK)=1, (,)=0.k)=(.k)=0
oldugunu nozors alsaq,
(@b)=a,b, +a,b, +a.b, (3)

diisturunu alariq (yoxlayin). Beloliklo, 2 vektorun skalyar hasili onlarin eyniadli

koordinatlarimin hasillori comina barabardir.
Digar torafdon (d,b) =|d- ‘Z;‘ .cosg oldugundan (burada ¢ =(a,b)):

(a,b) B ab,+ab, +a.b,

\w¢\¢@+@+¢.@gwng

cosQ =

(4) diisturu — koordinatlari ilo verilmis 2 vektor arasindaki bucagi tapmaga

imkan verir.

Misal. d(1;2;3) va b(-3;2;—1) vektorlar arasindaki bucagi tapin.

Hblli. (4) diisturunu totbiq etsak, yaza bilorik (¢ ilo @ vo b vektorlar: ara-

sindaki bucagi isara edok):

cosgoz(a’b)— 1-(-3)+2-2+3-(-1) 1

b V2243 32 T
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Q= arccos(— %) ~98°10".

Cavab: arccos(— %)

Vektorlarin vektorial hasili anlayisi

Torif: G vo b vektorlarmin vektorial hasili dedikds elo ¢ vektoru basa
distilir ki, asagidak: 3 sort 6donsin:

1) ¢ vektorunun uzunlugu a vo b vektorlarinin uzunluglarinin onlar ara-

A
sindaki bucagin sinusuna hasilinoe borabar olsun: ‘E‘ = ‘Zz‘ ‘b‘ -sin(d,b);

2) ¢ vektoru a ve b vektorlarinin har birins perpendikulyar olsun;
3) @, b, ¢ vektorlarini ortaq baslangica gotirdikds ¢ vekto-

runun ucundan baxarkon @ vektorunun b vektoruna torof on qisa ¢

S

donmasi saat aqrabinin oksina olsun.
d vo b vektorlarinmn vektorial hasili belo isars olunur: @ x b
voyala, bl. a
a vo bvektorlarmn vektorial hasilinin modulu torifs géra a vo b vektorlart

tizorinda qurulmus paralelogramin sahasini verir.

Vektorial hasilin bazi xasselorini sayaq:
1) |a.b|=-|p.a]

2) [a,a]=0

3) |4d.b |=|a, 26 |= Ala.b )|

4) |a+b,¢]=[a,c]+|p.¢]

Aydmdir ki, 2 vektor kollinear olarsa, onlarm vektorial hasili 6-dur.

Indi vektorlarm koordinat formada vektorial hasilini verok. Tutaq ki,

a=a,l+a,j+ak
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b=bi+b,j+bk
Vektorial hasilin xassalorini vo
F71=[7.71= 16 k]=0, . 7]=-[7.71=F., [k = Je.7]=7 . k.7 )= k)= 7

borabarliklorini nazors almagqla asagidakini yoxlamaq ¢otin deyil:

i j k
[c?,l;]z a, a, a, (1)
b, b, b,

Mosala: ABC iicbucag: verilib, A(1;1;0), B(1;0;1), C(0;1;1). Bu tli¢bucagin
sahosini tapin.

Holli. CK|| AB vo BK || AC ¢okok.

1

C
Saupc ZESABKC :%‘ [—’a— ) :

O/

AB=(1-1,0-11-0)=(0;—L1), A B

AC=(0—-1;1-1;1-0) = (- ;0:1).

(1) diisturuna gors yaza bilorik:

[BAC 0-1 1|=—i -] —k;
101

[4B.4¢] =102 + 12+ (1P =43,
V3

Demali, Sy 5 = %‘ [A—B,Zﬁ]‘ = (kvadrat vahid).

Cavab. % vahid.
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MUHAZIRO 9.
FOZADA ANALITIK HONDOSONIN ELEMENTLORI

Fozada miistavinin iimumi tonliyi

Tutaq ki, Mo(Xo, Yo, Zo) ndqtasindon kegon vo normali N(4,B,C) vektoru
olan miistovinin tonliyini yazmaq toalob olunur (qeyd edok ki, miistovinin normali
dedikda, sifir vektordan farqli elo vektor basa diisiiliir ki, bu vektor miistaviya

perpendikulyar olsun). Bu mogsodls homin N

miistovi tizarindo V M(X; y; z) noqtasi gotiirak. 2
Tutaq ki, M, noqtesinin radius vektoru 7,
M néqtosinin radius vektoru 7 vektorudur. Ay-

dindir ki, 7 (x,,v,,z,), 7(x,y,z ) olar. Onda

M M=r-r,

o o

vektorunun koordinatlant (x—-x,,y—y,,z—z,)

olar. M, M vektoru baxilan miistovi {izorinda

oldugundan M M vektoru N(4,B,C) normalma perpendikulyardir. Demoali,

onlarin skalyar hasili 0-a borabordir:

(M M ,N)=0.Buradan isa, N vektorunun koordinatlar: (A,B,C) va ]\T,M vek-
torunun koordinatlart (x-x,,y - y,,z — z,) oldugundan, aliriq ki,
A(x=x,)+B(y-y,)+C(z~-2z,)=0. (1)
(1) - (x,,»,,z,) noqtasindon kecon vo normalin koordinatlar (A,B,C) olan
miistovinin tonliyidir.
(1) tonliyini bu sokilds do yaza bilorik:
Ax+By+Cz+ D=0 (2)
burada D=-A4x, - By, —Cz,.

(2)-yo miistovinin zimumi tonliyi deyilir. Bu tonlik x, y, z cari doyisonlorino

nazoran I doracali tonlikdir.
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Gostormok olur ki, (x1, yi1, z1) ndqtesindon Ax + By + Cz + D =0 miistovising
godor olan d masafasi asagidaki diisturla hesablanir:
g ‘Ax1 + By, + Cz; + D‘

JA* + B+ C?

3)

Mosala: (2; -1; 8) ndqtesindon kegon vo normali N(4,2,-3) olan miistovinin
imumi tonliyini yazin.
Holli. (1)-0 goro yaza bilorik:
4(x-2)+2(y-(-1))-3(z-8)=0,
4x-8+2y+2-3z+24=0,
4x+2y-3z+18=0.
Cavab: 4x+2y-3z+18=0.

Miistavilor arasinda bucaq. Miistavilorin

paralellik vo perpendikulyarhq sortlori

Tutaq ki, normallar1 N(A4,B,C)va N'(4',B’,C") olan iki
Ax+By+Cz+ D=0, va (1)
Ax+By+C'z+D'=0 (2)
miistovilori verilib. Onda aydindir ki, bu iki miistovi arasindaki ¢ ikiiizlii bucagi
onlarmm Nvo N' normallari arasindaki bucaga berabardir. Ona gora da (1) va (2)

miistovilori arasindaki ¢ ikilizli bucagmin kosinusu iigiin asagidaki diistur

dogrudur:
(N,N') _ AA'+ BB'+ CC’
WHN' VA + B>+ C* N A? + B +C7

cosQ =

3)

Indi (1) vo (2) miistovilorinin paralellik va perpendikulyarlq sortlorini verok.

1)(1) vo (2) miistovileri 0 zaman paralel olar ki, onlarm  N(4,B,C) vo

N'(4',B',C") normallar kollenear olsun, yoni asagidaki sort 6densin:

A_B_C
A B C
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Bu sort — (1) va (2) miistovilorinin paralellik sortidir.
2) (1) va (2) mistavilori perpendikulyar olarsa, cos@ =co0s90’ =0 olar; onda
(3)-don alinq:
AA"+ BB'+CC'=0 4)
Oksino mithakima yiiriitmokla, géstormak olar ki, (4) miinasiboati 6donarsa, (1) vo
(2) miistoavilori perpendikulyardir. (4) — miistovilorin perpendikulyarliq sortidir.

Masala. x-z=0 va y-z=0 miistovilori arasindaki ¢ ikitizlii bucagini tapin.

Holli. x-z=0 miistovisinin normali N(1,0,—1) va y-z=0 miistovisinin normali

iso N'(0,1,—1) vektorudur. Onda (3) diisturuna gore yaza bilorik:

o050 1:0+0-1+(=1)-(~1) 1
JE 402 +(=1)> 0 + 1> +(-1)* 2
Vo ya
@ =60°
Cavab: ¢ =60°.

Fazada diiz xattin tonliyi

Tutaq ki, Mo(Xo,Y¥0,20) noqtosindon kegon vo istigamotlondirici vektoru
S(l,m,n) olan diiz xattin tonliyini yazmaq talob olunur (fozada). Qeyd edok ki,
diiz xottin istigamotlondirici vektoru dedikdo,
sifir vektordan forqli elo vektor basa dusiiliir ki, \E\‘\
bu vektor ya verilmis diiz xattin tizorindadir, ya
da ona paraleldir.

Bu mogsadlo hamin diiz xatt iizorindo VM(X,

y, Z) noqtosi gotiirok. M(x, y, z) ndqtesine uygun

radius vektor 7(x,v,z), Mo(Xo, Yo, Zo) NOQtasing

uygun radius vektor iss — 7 (x,,v,,z,) olsun.

Onda
M M=r-F (1)

M M va s vektorlari kollinear oldugundan elo t odadi var ki,

49



Isayeva S. Ali riyaziyyat kursundan miihazirelor

M,M=t-§
Axirincini (1)-do nozors alaq:
F—7 =t-s
voya
F=F +t-5. (2)

(2) boraborliyine fozada verilmis diiz xattin vektor tanliyi deyilir (t — para-

metrdir). (2)-ni koordinatlarla yazaq:

x=x,+1
y=y, tm, . )
z=z,+In

(3)-0 fazada diiz xattin parametrik tonliklori deyilir.

(3) tonliklorini belo do yazmagq olar:

x—lxo:y:nyo_z—nzo. 4)
(4)-2 fozada verilmis diiz xattin kanonik tonliyi deyilir. (4) — (xo, Vo, Zo) NOQtasin-
don kegon va istigamatlondirici vektorunun koordinatlari (/,m,n) olan diiz xattin
tonliyidir.
Diiz xottin istigamatlondirici vektorunun /, m, n koordinatlarmi bilmoklos, ho-
min diiz xattin koordinat oxlar1 ilo amalo gotirdiyi ¢, £ ybucaglarin1 tapmagq olar:

1 l

cosa=—=
M \/12+m2+n2,
m m
cosff=—=
‘S‘ \/12+m2+n2,
n n
cosa=—=

‘ \/12+m2+n2 .

[, m va n-9 diiz xattin istiqgamatlondirici amsallar1 deyilir. Belaliklo, diiz xottin isti-

“|

qamatlondirici kosinuslari onun istigamatlondirici omsallar1 ilo miitonasibdir.

Ona goro do (4)-i asagidaki standart sokildo yazmaq olar:

X=Xy _V=Vy 272,

cosax cosff  cosy
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MUHAZIR®O 10.
KOMPLEKS ODODLORIN ELEMENTAR NOZORIYYOSI.

Kompleks adadlor va onlar iizorinds amallor

Kompleks adod dedikdo z=x+iy (vo ya z=x+ yi) soklindo odod basa

diisiiliir. Burada x vo y hoaqiqi adadlar, i — xoyali vahiddir. x+i0=x soklinds

kompleks adadlor hoqiqi adadlori verir. 0+ iy =iy soklindo kompleks adodlor sirf

xoyali ododlor adlanir. x vo y haqiqi adodlori z kompleks adadinin, uygun olaraq,

hoqiqi vo xoyali hissolori adlanir.

z =x+iy kompleks adodinin modulu dedikdo +/x* + y* ododi basa diisiiliir

Vo ‘z‘ ilo isaro olunur: ‘z‘ =/x? +? (‘z‘ >0). z=x+iy kompleks ododinin gog-

mast dedikdo, z = x —iy basa disiiliir. Aydindir ki, Z‘ = ‘z‘ .

Kompleks adadlor o zaman barabor hesab olunur ki, onlarin haqiqi vo xoy-
ali hissolori barabar olsun.

Kompleks adadlor tizorinde amololor asagidaki kimi daxil olunur:

1) zy =x, +iy, Vo z, =x, +iy, olarsa, z, + z, =(x; £ x,) +i(y, £ y,)

2) zy-zy = (X, = V) + iy, + x50).
Buradan xiisusi halda aliriq ki,

iZ=0+1)-(0+1)=0-1)+i(0+0)=—1,
i’ =-1. (*)
Qeyd edak ki, z1z> hasilinin tapilma qaydas1 x, + iy, va x, +iy, ikihadlilori-

nin (*) nozoro alinmaqgla formal vurulmasi yolu ilo alina bilor. Aydindir ki,

z=x+1iy Vo z=x—Iiy lgln Z-E:‘zz‘zxz + y*olar.

3) A 212_2 _ (o, +J/1y22+ i()zczyl —X1)5) (2220).
Zy 5o X+t

1+2i

3—1i

Misal. ?
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1+2i (A+2)(3+i) (B-2)+i(1+6) 1+7i
3—i  (B-1)3+i) 32 17 10

Cavab: 0.1+0.7:.

Holli. 0.14+0.7i

Kompleks miistovi. Kompleks adadin trigonometrik sokli

Mbolumdur ki, haqiqi adadlor hondossi olaraq adad oxunun noqtoalori ilo go-
storilir. Hor bir kompleks odod 2 haqiqi adadls toyin olundugundan kompleks

ododlori hondasi olaraq miistavinin noqtalori ilo gostarirlor.

Miistovi iizorindo diizbucaqli Oxy koordinat y
sistemi gotiirok vo hor bir z = x + iy kompleks adadi- 2
no qgarsi miistovinin z(x, y) néqtasini qoyaq vo torsi-
y p--------5 z(x,y)
no. Beloliklo, hor bir (x,y) noqtesi z=x+iy kom- 7 i
pleks odadinin hondasi tasviri olur. @ |
Kompleks ododlori hondssi olaraq gostormok O x x

lclin islodilon koordinat miistovisine kompleks
miistavi deyilir. Kompleks miistovi tizorindoki absis oxuna hagigi ox, ordinat
oxuna iso xayali ox deyilir (bels ki, absis oxu iizorinds sirf haqiqi adaodlor, ordinat

oxu tzorindo 1so sirf xoyali odadlor yerlosir). Aydindir ki, z=x+iy kompleks

ododinin  z :‘z‘ =./x* + y* modulu z-o uygun ndqtonin koordinat baslangicin-

dan olan masafasini verir.

Qeyd edok ki, hor bir sifirdan forqli z kompleks ododi koordinat bas-
langicindan bu adads uygun noqtoys godor olan bir radius vektor toyin edir. Bu
radius-vektorun absis oxu ilo omalo gotirdiyi ¢ bucagina z kompleks adodinin ar-
qumenti deyilir vo @ =arq z kimi isaro olunur(—o <arg z<+w). z=0-1n arqu-
menti ixtiyaridir.

Kompleks ododin arqumentinin miitloq qiymotco an kicik qiymoati arqu-

mentin bas qiymoti adlanir vo arq z ilo isaro olunur:— 7z <arg <z . Masalon,

arq2=0; arq(-1)=x; arq i=% Vo s.
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@ arqumenti li¢iin cosgozi, sing =2 va ya tggo:Z dogrudur. Buradan
r r X

aydindir ki, x=rcose, y=rsing. Ona goro do z=x+iy=rcosp+irsing=
=r(cos@+ising),
z=r(cos@+ising). (1)

, ¢ =arq z . (1)-0 kompleks adadin trigonometrik sakilds yazilist deyilir.

Burada r =z

Trigonometrik sokilds verilmis kompleks

adadlar iizorinds amoallor. Muavr diisturlar:

Teorem 1. Trigonometrik sokildo verilmis kompleks adadlorin hasilinin mo-
dulu vuruglarin modullar1 hasiling, arqumenti iso vuruqlarin arqumentlori comind
borabordir; basqa sozlo, z, =r(cose, +ising,), z, =r,(cos@, +ising,) olarsa,
z, -z, =1y (cos(@, + ¢,) +isin(p, + ¢,)) olar.

Isbati. Dogrudan da,

z, -z, =1 (cos@, +ising,) - (cosp, +ising,)=nrr,((cos@,cos@, —sing, sin,)
+i(cos g, sing, +sing, cos,)) =rr,(cos(@, + @,) +sin(@, + @, ))
Bunu da isbat etmok lazim idi.

Natica. Triqgonometrik sokildo verilmis kompleks ododin natural {stli
qilivvatinin modulu bu kompleks adodin modulunun homin doracodon qiivvating,
arqumenti iso homin kompleks adodin arqumentinin qiivvat listiino hasilino bora-
bordir. Yoni

z" = [r(COS(p +isin (0)]" =r"(cosn@ +isinng).
Bu diistur Muavr diisturu adlanir.
Misal. (1+7)* qiivvetini hesablayin.

Holli. O9vvalco 1+i kompleks ododini triqonometrik sokildo yazaq

(z=x+iy=1+i-1):

rz\/x2+y2 2\/12+12 =2,
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['<

to = —1—1 —Z
g9 1 > @ 4

Demoli, 1+i= \/E(cos% + isin%) .

20
A+ =[ V2| cosZ +isinZ || =N2)*[ cos(Z - 20) +isin(Z - 20) | =
4 4 4 4
=2'""(cos 57 +isin57)=1024(cos 77 + isin )= —1024

Cavab: (1+1)*°=-1024.

Teorem 2. Trigonometrik sokildo verilmis bir kompleks adodin 0-dan forqli
digor kompleks adada gismatinin modulu bu adadlorin modullar1 gismatina, ar-
qumenti iso boliinonin arqumenti ilo bdlonin arqumentinin forqine borabordir;
basqa sozls, z, =r(cosg, +ising,), z, =r,(cosp, +ising,) olarsa,

|

n ..
— = _I(COS((Dl —@,) tisin(e, —@,)).
Z, n

Isbati: Dogrudan da,

z; _ ri(cosg, +ising,)

z, 1,(cose, +ising,)

_n (cos @, cos @, +sin @, sin @, ) + i(—cos ¢, sin ¢, + sin @, cos @, )

7y (cos2 @, + sin’ ®,)
2 .
= r_(COS((Pl —@,)+isin(p, —@,)).
2
Bunu da isbat etmoak talab olunurdu.

Indi kompleks ododdon kokalma ilo tanis olaq. Isbat edok ki, z = r(cos¢ + isin @)

1S9, onda

Q/Zzﬂr(cosgpﬂ'sin(p) zﬁ/;(cos(er 27k +isin(er 2ﬂkj
n n

k=0,1,2,...,n-1; neN.

Bu dustur da Muavr diisturu adlanir.
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Isbati:
’{/E=p(cosy/+isinl,y) (1)
isaro edak. Onda

(%)n = p"(cosny +isinny)

olar. Digor torofdon (@ )n =z =r(cos@ +isin@) oldugundan, axirinci 2 barabor-
likdon aliriq ki,

pl=r,ny=p+2nk, ke Z (Z={0;,£1;,£2;..})
voya

+ 27k
p:W, l/j:¢ .
n

Bu ifadalori (1)-do nozors alaq:

M=W(cosw+isin¢+2ﬂk} keZ.
n

n

Qeyd edok ki, k olaraq yalmiz k=0, 1, 2, ..., n—1 gotiirmoak olar. Ciinki k-in

galan qiymatlorinda 2/z - qiymatlori tokrarlanir.

Misal. /i =?
Holli. 9vvalca i kompleks adadini triganometrik sokildo yazaq. i=0+1-i ol-

dugundan

r=v0’+1> =1, p="2
Y73

olar. Demali, i=1- (cos% +isin %) = cos% +i sin% . Onda kompleks adaddon ko-

kalma diisturuna asason yaza bilorik:

pn pn z+27z7’c z+2721c
\/;:\/cos——kisin— :cos2—+isin 2 =
2 2 2 2

:cos(%+ﬂkj+isin(%+7zk), k=0,1.
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k=0 oldugda:

k=1 oldugda
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MUHAZIRO 11
ODODIi ARDICILLIQ VO LiMIT

9dadi ardicilhglar vo onlar iizorinds amollor.

Mbohdud va geyri-mohdud ardicilhglar

Torif. Ogor 1, 2, ..., n, ... natural sirasinin har bir n adadine garsi miisyyan
qanunauygunluq iizra har hansi bir x,, haqiqi adadi qoyulubsa, onda némralon-

mis
X3, Xz eees Xpys o (1)

ododlorine adadi ardicilliq vo ya sadaco ardicilliq deyilir.

x,, adadlorine ardicilligin hadlori (vo ya elementlort) deyilir. (1) ardicilligini

y |

qisa {x,,} simvolu ilo isars edirlor. Masalon, {i} simvolu ilo 1, . ;: - ardicil-

2
z X 3 rm
l1g1 icars olunub.

Tutaq ki, {x,,} vo {1, } ardicilliglar1 verilib. Bu ardicilliglarin comi dedikds

Xy 4 Vi Xz + Vo ees Xy Vis oo
vo ya {x, + v,} ardicillig1 basa diisiiliir. Analoji qayda ilo {x,,} vo {v,} ardicilhqg-
larinin forqi, hasili, qismati dedikds, uygun olaraq, {x,, — .}, {¥, yn},{i—:} ar-
dicilliglar basa diisiiliir.
Qeyd. {:—;} ardicilliginin toyini zamam talob etmak lazimdir ki, y,-lor 0-dan
forqli olsunlar. Lakin ogor {v,} ardicilliginin yalniz ilk sonlu sayda hoddi 0 olar-

sa, {ﬂ} ardicilhigimi {y,j-lerin 0-dan forqli oldugu némradon baslayaraq toyin
Ry

etmoak olar.

Torif 1. Tutaq ki, {x, } adadi ardicillig1 verilib va elo M haqiqi adadi var ki,
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bu ardicilligin ¥x,, hoddi tiglin x,, = M barabarsizliyi 6donilir. Onda {x,,} ardicil-
lig1 yuxaridan mohdud ardicillig adlanir, M-9 1s9 {x,, } ardicilliginin yuxar: sorhadi
deyilir.

Torif 2. Tutaq ki, {x,} ardicillig1 verilib va ela m haqiqi adadi var ki, bu ar-
dicilligin ¥x, hoddi iiciin x, = m borabarsizliyl 6donilir. Onda {x,} ardicillig:
asagidan mahdud ardicilhg adlanir, m-9 1s9 {x,, } ardicilliginin asag: sarhadi deyilir.

Torif 3. Tutaq ki, {x,,} odadi ardicillig1 verilib. Dgar bu ardicilliq ham asagi-
dan, hom do yuxaridan mohduddursa, yoni agor hor hanst m vo M oadadlari va
{x,} ardicillhiginin ¥x,, haddi ligiin m = x,, = M borabarsizliyi 6donirss, onda ho-
min ardicilhq mahdud ardicillig adlanir.

Tarif 4. Tutaq ki, {x,, } ardicillig1 verilib vo ¥4 = 0 odadi ii¢iin bu ardicilligin
elo x,, haddini tapmaq olur ki, |x,|> A O6donir. Onda {x,} ardicilig1 geyri-
moahdud ardicilliq adlanir.

Bir ne¢o misala baxaq.

1) -1; -4; -9; ...; —n®; ... ardiclligi yuxaridan mohduddur, asagidan iso
mohdud deyil. —1-don boyiik vo ya barabor olan istonilon adad bu ardicilligin yu-

xar1 sarhadidir.

;...;l;... ardicilligt mohdud ardicilligdir (liglincii torifo gora).
n

2) 1

PN

LT
b 27 39
3) 1; 2; 3; 1; 4;...; 1; n; 1; n+1;... ardicillign geyri mohdud ardicilliqdir

(dordiincii torifo goro).
Sonsuz boyiik va sonsuz kicik ardicilhiglar

Torif. Tutaq ki, {x,} ardicillig1 verilib vo ¥4 = 0 odadi tiglin 3N, ndmrosi
gostormok olur ki, ¥n = N, {¢ln |x,| » 4 6donilir. Onda {x,,} ardicillig1 sonsuz
baoyiik ardicilliq adlanar.

Aydindir ki, ogaor {x,,} ardicillig1 sonsuz boyiikdiirss, onda bu ardicilliq gey-
ri-mohduddur. Lakin bu toklifin torsi dogru deyil.

58



Isayeva S. Ali riyaziyyat kursundan miihazirelor

Moasalon, 1; 2; 1; 3; 1; 4;...; 1; n; 1; 1+n;... ardicilligi geyri mohduddur, lakin
sonsuz bdyiik ardicilliq deyil (¢iinki, A= 1 olduqda |x,_| = 4 boraborsizliyi tok
noémrali x, -lorin heg biri tigiin dogru deyil).

Indi sonsuz kigik ardicilligim torifini verok. Sonsuz kicik ardicilligr adaton
{e,. ), (B}, (.} vas. iloisars edirlor.

Tarif. Tutaq ki, {e, } ardicillig: verilib vo ¥e = 0 odadi ligiin 3N, ndmrasi go-
stormak olur ki, ¥n = N, liglin |, | =X £ 6donilir. Onda {e,, } ardicillig sonsuz ki-

¢ik ardicilliq adlanir.

Misal. 1,%, i, _— ﬁ .. Vaya {1} ardicilliginin sonsuz kigik ardicilliq oldugunu

i

gostorak.

Dogrudan da, ¥e = 0 odadi gotiirsak, |ec, | « €, yoni H < £ borabarsizliyi-

nin 6donilmasi li¢lin 71 bi olmalidir. Ona gors do N, nomrasi olaraq 1 adadinin
tam hissasindon 1 vahid boyiik adadi gotiirsak (yoni N, = |}] + 1 gotiirsok), onda

YN, = E]+l tiglin 1. > :f, yoni |, | = ‘;l < £ 6donilor. Demali, {%} sonsuz ki-
¢ik ardicilliqdir.

Sonsuz kigik ardicilliglarin asagidak: xassolori ilo tanis olaq.

Xassa 1. Iki sonsuz kigik ardicilligin comi sonsuz kicik ardicilhiqdar.

Xassa 2. Sonsuz kigik ardicilliq mohdud ardicilligdir.

Xassd 3. Sonsuz kicik ardicilligin mohdud ardicilliga hasili sonsuz kigik ar-

dicilhiqdir.
Xassa 4. Sonsuz kigik ardicilliglarin hasili sonsuz kigik ardicilligdir.

Qeyd. Iki sonsuz kigik ardicilhigin gismoti sonsuz kigik ardicilliq olmaya da
bilor.

Moasalon, o, = : Vo i, = J: olarsa, {e,} vo{f,.} sonsuz ki¢ik ardicilliqalarnin

gismati olan {;—] ardicilliginin biitiin hadlori 1 olur: 1; 1;...1;.... Aydindir ki, bu

ardicilliq sonsuz kigik deyil. Basqa bir misal gostorok: o, = ;—f, B, = }i olarsa, Eﬁ—*}

8
i
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ardicilligr sonsuz boyiik ardicilliq olur.
Sonsuz boyiik vo sonsuz kicik ardicilliglar arasindaki slagoni veran (isbatsiz
gobul edacayimiz) teoremls tanis olaq.

Terorem. 9gor {x,_} sonsuz boyiik ardicilligdirsa, onda miioyyon némradon

baslayaraq Li} ardicilligi toyin olunub vo bu ardicilliq sonsuz kigik ardicilligdir.

n

Ogor {e&, } sonsuz kicik ardicilliginin biitiin hadleri 0-dan forqgli olarsa, onda {l]

Ll
L'y

ardicilligt sonsuz boyiik ardicilligdir.
Ardicilhigin yigilmasi. Ardiciligin yigilmasinin asas xassalori

Toarif 1. Tutaq ki, {x,,} ardicillig1 vo a odadi verilib. Ogor {x,, — a} ardicillig1
sonsuz kicik ardicilliq olarsa, onda deyirlor ki, {x,} ardicillif1 n — == olduqda a

odadins y1gilir.
Aydindir ki, bu torifi belo do vers bilorik.

Torif 2. Tutaq ki, {x,} ardicillig1 vo a odadi verilib. Forz edok ki, , ¥e = 0
adadi tiglin N, némrasi var ki, n = N, l¢iin |x, — a| < & 6donilir. Onda deyirlor
ki, {x,} ardicillig1 n — @a sortinds a adadina yigilir vo

limx, =a
n—0

kimi isaro edilir. a adadins {x,} ardicilliginin /imiti deyilir.

Torif 2-doki |x, —a| <& boraborsizliyini agiq yazsaq, alriq ki,
—g<x, —a<&voya a—¢e < x, <a-+ & Buiso gostorir ki, x,, haddi a adadi-
nin s-otrafina daxildir (a adadinin =-otrafi dedikds (& — &, @ + £) intervali basa

diisiiliir). Ona gors torif 2-ni belo do vermoak olar.

Tutaq ki, {x,} ardicillig1 vo a adadi verilib. Forz edok ki, ¥ = 0 odadi ii¢lin
bu £-dan asili elo nomro gostormak olur ki, ardicilligin bu némradon baslayaraq
beten hodlori a-nin s-strafina daxil olur. Onda deyilir ki, {x,.} ardicillii m — o=

oldugda a adadins y18ilir.
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Qeyd edak ki, {x,} ardicilligt n - o0 olduqda a adadina yigilirsa, onda torif
1-o gora goro {x, —a}={c,} ardicilligl sonsuz kicik ardicilligdir. Ona gors do

yigilan {x,} ardicilliginin istonilon x, haddini

X, =a+a, (1)

soklindo gostormok olar. Burada ¢, her hansi sonsuz kigik ardicillifin n-ci had-
didir.

n

Misal. =1.

ardicilliglt n — o olduqda 1-o yaxinlasir, yoni lim
n+1 n—op + 1

Dogrudan da, & —lzn_n_lz— 1 \£) b sonsuz kigik ardicil-
n+l n+1 n+l n+l

lig oldugundan {L — 1} = {— L} ardicilligt da sonsuz kigik ardicilliqdir,
n+1 n+1

basqga sozlo,

=1.

lim
n—op+ 1

Ardicilligin yigilmasimmin osas xassalori ilo tanis olaq (bazilorinin isbatini
vermaklo).

Teorem 1. Yigilan ardicilligin yegano limiti var.

Teorem 2. Yigilan ardicilliq mohduddur.

Qeyd edak ki, bu teoremin torsi dogru deyil. Basqa s6zlo, mohdud ardicilliq
yigilmaya da bilor. Masalon,

I;-1;1;-1; ...;1; -1; ...

ardicilligt mohduddur, lakin yigilan deyil.

Teorem 3. Yigilan {x,} vo {y,} ardicilliglarinin comi ds yigilan ardicilhiqdir
vo comin limiti {x,,} vo {y,} ardicilliglarinin limitlori coming borabordir:

lim(x, +y,)=limx, +limy,
n—o n

—>0 n—oo

Isbati. Tutaq ki, limx, =a, limx, =b. Onda (1)-0 goro yaza bilorik:

n—o0 n—o
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x, =a+x,, x, =b+f,, burada vo {o, } vo {f,} sonsuz ki¢ik ardicilliglardir.

Buradan iso:
'1-'F‘.+J=¥E: a + b+(mn+ ﬁ]“.) Va ya -1-'r1+..vn_ EE + E}}: Ix]“.-q- BH'

{e,+ B} sonsuz ki¢ik ardicilliq oldusundan sonuncu baraborlikdon alinir

ki, {x,, + v} ardicilligs = = == olduqda & + b adadins y1gilir, yani

lim(x, +y,)=a+b=1limx, +lim y,
n—>o0 n—»o0 n—®

Analoji qayda ilo asagidaki teorem do isbat olunur.

Teorem 4. Yigilan {x,} va {y,] ardicilliglarinin forqi ds yigilir va farqin limiti
{x,}vo {y,} ardicilliglarinin limitlori forqine barabordir:
lim(x,-y,)=Ilmx,-1limy,.

Teorem 5. Yigilan {x,} vo {3,] ardicilliglarinin hasili ds yigilan ardicilliqdir-

va hasilin Iimiti {x,, } vo {v,} ardicilliglarinin limitlori hasilins barabordir:

lim(x,y,)=lmx,-limy,.
Teorem 6. Tutaq ki, {x,,} vo {3} yigilan ardicilhiglar verilib. Forz edok ki,
{v,} ardicilliginin hadlori vo limiti 0-dan forglidir. Onda bu ardicilhiglarin qismoti
do yigilan ardiciliqdir vo gismotin limiti {x,} vo {¥,} ardicilhglarinin limitlori

qismatina barabordir:

lim x,
lim = ==>2—
ooy o limy,

n—0

62



Isayeva S. Ali riyaziyyat kursundan miihazirelor

Teorem 7 (baraborsizlikds limito ke¢mo). Tutaq ki, yigilan {x,,} vo {v,} ar-
dicilliglarinin hadlari har hans1 ndmradan baslayaraq x,, = v, (va ya x,, < v,) bo-

rabarsizliyini 6dayir. Onda

limx, < imy,

L Bl 2

borabarsizliyi do dogrudur.
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MUHAZIRO 12
FUNKSIYA. ELEMENTAR FUNKSIYALAR.

Funksiya anlayis1

Tabiotdoki qanunauygunluglar1 6yronorkon sabit vo doyison komiyyatlora
rast golinir. Qiymoatini doyismoyon komiyyatlora sabit kamiyyatlor, miixtalif odadi
qiymotlor alan komiyatlors 150 dayison kamiyyatlor deyilir.

Bozi hallarda elo doyison komiyyatlors rast golmok olur ki, bu komiyyatlor-
don birinin giymatlori (asili olmayan doyison) digor komiyyotin (asili doyison)
qiymaotlorini tamamilo toyin edir.

Torif: Asili olmayan doyisonin hor bir qiymatine asili doyisonin yalniz bir
qiymati uygun golorso, belo asililiga funksiya va ya funksional asililig deyilir.

Funksional asililiq halinda asili olmayan doyisona argument, asili doyisona
189 funksiya deyilir. Arqumenti, X, funksiyani isa y 1ilo isara etsok, onlar arasinda-
k1 asililiq f1lo gostarilarsa, bunu bels yazirlar: y=£(x).

Arqumentin ala bilocoyi giymatlors funksiyanin toyin oblasti, funksiyanin

ala bilocoyi qiymotlors iso funksiyanin giymatlor ¢oxlugu deyilir.

Misal. y= f(x)=+1-x* funksiyasmnm toyin oblast1 va giymatler ¢coxlugu-
nu tapin.
Holli. 1-x*20= (1-x)(1+x)20= (x-D)(x+1)<0< -1<x<1

Funksiyanin toyin oblasti: D(y) = [— 1;1] h _ o+
10 1 X

(D(y) isarasi y funkiyasinin toyin oblastini, E(y) iso qiymatlor ¢coxlugunu gostorir).
Aydindir ki, verilmis funksiyanin qiymatlor ¢oxlugu E(y) = [O;l] olar.
Funksiyani diisturla, codvallo, grafiklo va s. ilo vermok olar. Funksiyanin

diisturla verilmosi tisuluna analitik tisul deyilir.

Indi ikideyisenli funksiya anlayist ilo tanis olaq. ©gar iki doyison kemiyyatin
hor bir miimkiin qiymatlori ciitiing ti¢lincii koamiyyatin yalniz bir giymati uygun go-

larso, onda bu komiyyato avvalki komiyyastlordon asili ikidayisonli funksiya deyilir.
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Moasalon, u x vo y-in ikidoysonli funksiyasi olarsa, bu funksiyani bels isara
edirlor: u=f(x,y) va ya u=g(x,y) vo s.

Oxsar qayda ils iig, dord vo daha ¢ox doayisonli funksiya anlayist daxil olu-
nur.

Mosalan, tutaq ki, diizbucaqglinin taraflori x vo y-dir. Bu diizbucaqlinin sa-
hosini u ilo 1sars etsok, u=xy olar.

Ogor funksiyanin diisturunda bir torafdo ancaq asili doyison olarsa, ona as-
kar funksiya deyilir. Masalon, y=x* funksiyasi askar funksiyadir. F(x,y)=0 sok-
linds verilmis x-don asili y funksiyasina geyri-askar funksiya deyilir. Masalon,
x> + y* =1 (y>0) soklindo verilmis x-don asil1 y funksiyas1 geyri-askar sokildo ve-
rilmisdir. Askar sokilds yazsaq alarq:

y=~l-x* (y>0).

Tutaq ki, y x-don asili funksiyadir: y=f(x). Bu ifadado y-o arqument, x-o

funksiya kimi baxsaq, x y-in geyri-askar funksiyasi olar. Axirinci funksiyaya ov-

valki funksiyanin torsi olan funksiya deyilir. Masalon, y=2" vo x=1log, y (va ya

y =log, x ) funksiyalari tors funksiyalardir; yaxud y=x> vo y = Jx (x>0) funk-

styalar tors funksiyalardir. _2
Qeyd edok ki, tors funksiyalarin qrafiklori

y=x diiz xottino nozoron simmetrikdirlor. Maso-
lon,x>0 oldugda y=x* vo y= Jx funksiya-

larinin grafiklori y=x diiz xottino nozoron sim-

metrikdirlor:

FElementar funksiyalarin qrafiklori

1. Qiivvat funksiyasi: y=x", neZ.
D(y)=(-0;+ ), n>0 olduqda,
D(y)=(-0;0)u (0;+ =), n<0 oldugda.
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n=0, n=1, n=2, n=3 vo n=-1, n=-2 olduqda qrafiklor belodir:

y y y
y=x’
1| »y=1(n=0) y=x (n=1) (n=2)
0 1 X 1 X @) i X

2. Radikal funksiya: y=x", neZ.
D(y)=[0;+ ), n ciit olduqda,
D(y)=(-00;+ «), n tok olduqda.
n=2, n=3 olduqgda qrafiklor belodir:

Sz

=
3. Ustlii funksiya: y=a* (a>0,a#1).
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Burada a sabitdir. D(y)=(-o0;+ ),
E(y)=(0;+ ).
a>1 vo 0<a<l1 olduqda grafiklor belodir:

y y
y:ax y:ax
(a>1) (O<ax<l)
-—/l 1
N—
O i X 0] i X

4. Logarifmik funksiya: y=1log,x (a>0,a#1),
burada a sabitdir. D(y)=(0;+ ),

E(y)=( -o0;+ o0).
a>1 va 0<a<l1 olduqda grafiklor belodir:

y=log, x(a>1) y=log, x

/ (0O<a<l)

4. Trigonometrik funksiyalar

a) y=sinx, D(y)=(-00;+ ),

E(y)=[-1;1]. Qrafiki sinusoid adlanir.
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b) y=cosx. D(y)=(-o0;+ «),
E(y)=[-1;1]. Qrafiki kosinusoid adlanir.

y
1

c) y=tgx D(y)= {x/x¢%+7zk,ke2},

E(y)=(-0;+ ). Qrafiki tangensoid adlanir.

y
| | | T
: : 1e¢ : :
/ -37[/25 /7[ i‘”/z 0 Eﬁ/2 T i37z/2 X
: v /1 : :

d) y=ctgx D(y)= {x/x;éﬂk,keZ},

E(y)=(-00;+ o). Qrafiki kotangensoid adlanir.

y=ctgx

27 X

@

_______S_"._________

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| |
1 1
1 1
27, - 0 72
| |
1 1
1 1
1 1
: :
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5. Tors trigonometrik funksiyalar y .
a) y=arcsinx D(y)=[-1;1], 22 f------ L
T [0 L
E(y)= [— E’E} . P /[ , simx
y =arcsinx funksiyasmin qrafiki y =sinx ) 0 L 72 &
funksiyasinin qrafikinin [— %,%} -daki hissosi o __)ffflff?inx
-2

ilo y=x diiz xottino nozoron simmetrikdir.

b) y =arccosx D(y)=[-1;1], y=arccosx

E(y)= [0;7].

y =arccosx funksiyasinin qrafi-

ki y=cosx funksiyasinin grafikinin

X
[0;7]-dak: hissesi ilo y=x diiz xattino
nozoron simmetrikdir.
C) y = arctgx :*
D(y)=(-o0;+ 0), |
T T i x
E(v)= ——;— . | |
(¥) ( 5 2) ; L
: : i -2
y=arcctgx funksiyasmnin qrafiki —tgx :
y=1gx funksiyasinin qrafikinin
Y
(—%; %) araligindaki hissosi ilo y=x ... __- Ak
_ _ o ym
diiz xottino nozoron simmetrikdir. 2

d) y=arcctgx  D(y)=(-o0; +o0),

E(y)=(0; ).

y =arcctgx funksiyasimin qrafiki =
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y =ctgx funksiyasimnin qrafikinin (0; m) araligindaki hissosi ilo y=x diiz xoattino

nazoran simmetrikdir.
Tak, ciit, periodik funksiya anlayislari

Torif: Toyin oblastindan olan istonilon x {igiin f(-x)=-f(x) olarsa, f(x)
funksiyasina tok funksiya, f(-x)=f(x) olarsa, f(x) funksiyasina ciit funksiya
deyilir (burada toyin oblastinin 0-a nozoron simmetrik olmasi forz olunur).

Torifdon goriindiiyii kimi ciit funksiyanin qrafiki ordinat oxuna nozoron,

tok funksiyanin qrafiki iso koordinat baslangicina nozoron simmetrikdir. Maso-
1 : .

lon, y=x", y=cosx, y =— funksiyalan ciit; y=x, y=x, y=sinx, y=fgx,
X

y=ctgx, y=arctgx, arcsinx funksiyalar1 iso tok funksiyalardir.
Tarif: Tutaq ki, y=f(x) funksiyas1 verilib vo elo 7 adadi var ki, toyin oblas-
tindan olan Vx ligiin x+7TeD(f) vo

S +T)=f(x)

O0danilir. Onda y=f(x) funksiyas1 T periodlu
periodik funksiya adlanir (vo ya dovrii T olan
dovri funksiya adlanir).

Torifdon goriindiiyli kimi dévri 7 olan 7 /\_/ /\_/

periodik funksiyanin qrafiki hor T uzunlug-

lu par¢adan bir hisse-hisso tokrarlanir. Ona 0 ! x
gora do periodik funksiyani uzunlugu dovro
borabor parcada qurmagq kifayotdir.

Moasolon, y=tgx y=ctgx funksiyalar1 m, y =cosx, y=sinx funksiyalari

2n periodlu funksiyalardir.
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MUHAZIRO 13
FUNKSIYANIN LIMIiTi. GORKOMLI LIMITLOR

Funksiyanin noqtads va sonsuzlugda limitinin torifi. Birtorafli limitlor

Funksiyanin noqtods limitinin torifini vermozdon avval adadi ¢oxlugun limit
noqtosi anlayigini verak.

Tutaq ki, OX adod oxunda X ¢oxlugu vo a ndqtasi verilib. 9gor a néqtasinin
¥e — otrafina X ¢oxlugundan olan vo a-dan forqli he¢ olmasa bir noqts daxil
olarsa, onda a ndqtosi X ¢oxlugunun /imit négtasi adlanir.

Torifdon goriindiiyii kimi ¢oxlugun limit néqtosi bu ¢oxlugun 6ziino aid ola
da bilor, olmaya da bilor.

Misal 1. X = [0,1) aralig1 {i¢lin onun har bir noqtasi bu araligin limit néqte-
sidir. & = 1 do homin araligin limit noqtasidir.

Misal 2. X = [0,1] U {2} ¢coxlugu liglin, masalon, a = 2 limit noqtasi deyildir.

Indi funksiyanin néqtods limitinin torifini verak.

Torif. Tutaq ki, f(x) funksiyasi @X oxunun hor hanst X ¢oxlugunda toyin
olunub vo a noqtasi bu ¢oxlugun limit noqtosidir. Dgor arqumentin a-ya yigilan
vo {aj-dan forqli ¥x,,x,, ..., x,, ... qiymatlori ardicilligr Gigiin funksiyanin uygun
f(xy), f(x3), e, f(x,),... qiymatlori ardicilligl 7 —+ oo oldugda har hanst b adadina
yigilirsa, onda b odadine f(x) funksiyasimin a noqtasindaki limiti deyilir vo belos
isars olunur.

lim f(x)=b.

x—a

Funksiyanin néqtods birtorafli limitlorinin torifini veroak.

Tarif. Tutaq ki, f(x) funksiyas1 X ¢oxlugunda toyin olunub vo a néqtasi bu
coxlugun limit noqtesidir. Dgor arqumentin a-ya yigilan vo a-dan kigik (boyiik)
¥X1,X2, wes Xy - qlymatlori ardicillign tigiin funksiyanin uygun f(x,), f(x,), ...,
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f(x,) qiymatlori ardicilligt » — e= oldugda hor hansi1 b adodins yi1gilirsa, onda b
ododine fix] funksiyasinin a noqtesindoki soldan (sagdan) limiti deyilir vo belo

isars olunur.
lim fix)=b( lim f(x)=h)
x==a— ar=gt0

fx) funksiyasinin a néqtosindoki soldan va sagdan limitlorino onun a ndq-
tosindoki birtarafli limitlori deyilir.
Bels bir funksiyaya baxaq:
1, x>0 oldugda Y

y=sgnx=| 0 x=0 oldugda

—1 x<0oldugda. 1le
lim sgnx =—1, ¢+ »
x—0-
X
lim sgnx =1. -1
x—0+

Qeyd. f(x) funksiyasinin a néqtosinds limiti yalniz o zaman var ki,

i f6) = s £
olsun, basqa sozlo, homin néqtads funksiyanin birtorafli limitlori bir-birino bara-
bor olsun.

Indi funksiyanin sonsuzluqda limitinin torifini verak.

Torif. Tutaq ki, f(x) funksiyas1 va b adadi verilib. 9gar arqumentin istonilon
sonsuz boylk qiymoatlor ardicilligi ii¢iin funksiyanin uygun qiymaetlori ardicillig
b-ya yigilirsa, onda b adadine f(x) funksiyasinin co-daki limiti deyilir vo bels 1sa-

ro olunur:

lim f(x)=b.

xX—a
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Misal. lim l =0.

x—>o X
Analoji qayda ilo funksiyanin —eo vo +ee-daki limitlori anlayis1 daxil olu-

nur.
Funksiyamn limiti haqqinda teoremlor

9vvalco funksiyalarin cominin, forqinin, hasilinin vo qismatinin limiti haq-
qinda teoremlo tanis olaq.

Teorem 1. Tutaq ki, f{x) vo g{x) funksiyalarimin a noqtesindoki limitlori

uygun olaraq, b vo ¢ adadloridir. Onda f{x) + g(x), f(x) - g(x), f(x) g(x) vo

”‘ (g{\;} # 0 oldugda) funksiyalarinin da a néqtesindo limitlori var vo bu limit-

lor, uygun olaraq, b+ ¢, b—c, b c vo 2 (e = 0 oldugda) adadloridir.

Isbati: Tutaq ki, x,,%5, .., Xy, ... arqumentin a-ya yigilan vo {a}-dan forgli ix-
tiyar1 qiymotlori ardicilligidir. Onda f(x) vo g{x) funksiyalarinin uygun

flxy), flxs), ., flx,),... vo glxyh,g(xs )y v, g(x,),... qiymatlor ardicilliglar
n— o oldugda, uygun olaraq, b vo c¢-yo wyigilir. Buradan aliir ki,

{F(xn) + g(xa)} {F(x0) — g€xa)), {F(xn) (2303 Vo {J } ardicilhglar da yig1-

lir vo onlarin limitlori, uygun olaraq, b+ ¢, b — ¢, b ¢, vo ® adedloridir. {x,} ar-

dicilliginin ixtiyariliyine goro yaza bilorik:

lim(f(x) 2 g(x)} = b £ e = limf(x) = limg(x),
l_iln [f(x) g(x)] = be = l_iln f(x) l_ilng (x],

| 'Hn'r}‘":l"'
lim [_ b

g 9% ¢ limgfx
x=a

Indi araliq funksiya haqqinda teoremls tanis olaq.
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Teorem 1. Tutaq ki, f(x), g{x) vo h(x) funksiyalar1 a noqtosinin hor hansi
otrafinda toyin olunublar (a-nin 6ziinds toyin olunmaya da bilorlor),
limf(x) = lim k(x) = b
A—a P
vo bu otrafda

f(x) = g(x) = h(x)

baraboarsizliyi 6donir. Onda:
limg€x) =5
==

Isbat1 avvalki teoremin isbatina analoji qayda ilo aparilr.

Qeyd. Teorem 1 vo teorem 2. x — @, x — +w, x — —ee oldugda da dogru-

dur.
Birinci gorkomli limit

Teorem 1. L::{ funksiyasinin x = @ oldugda limiti vahido borabordir:

. sinx
lim =1.

x—a X

Isbati. 0 morkozli R radiuslu ¢evroys baxaq. Tutaq ki, OB radiusu OA ra-

diusu ilo x radian bucagi amalos gatirir; forz edok ki, 0 = x < =

A vo B noqtalorini birlosdirok. 4C L @4 olsun. Onda yaza bilorik:

C
J304F = Ssgk. QA ™ J30AC (1)
1 .
S.'Iiﬂ-‘t-a‘ = ER‘ Ef'ﬂ‘.‘f, B
1
Ssek. OAR ™ ER' X, X .
O R JA

1 1 1 _.
Ss0ar = EGH AC = ER Rtgx = ER‘EQI
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Bunlar1 (1)-do nazors alaq:

lR2 sin x < lex < letgx,
2 2
sinx < x <1gx,

cosx < 0¥ . (2)
X

Aydindir ki, eosx vo ﬂ% funksiyalar1 ciit funksiya olduglarindan

Gin [—a#) LN

===), (2) borabarsizliyi —=<x <0 oldugda da

(cos (—x)= cosx,

dogrudur.

liII;I:.Et}SX =1, ]in;x} 1 = 1 oldugundan (2) miinasibotindon araliq funksiya haq-
X Ao

qinda teoremo goro aliriq ki,

Hm 22 = 1

= X

Sonuncu limit birinci gérkomli limit adlanir.

e adadi. Tkinci gorkomli limit

{('l + :—}) ﬂ} adadi ardicilligina baxaq:

2 3 4
2; Lllj ;(ll) ;(llj D
2 3 4
n-o qiymotlor vermoklo (1 + :7}‘"' ifadosinin aldig1 qiymaotlori hesablasaq,

asagidaki codvali alariq.

n 1 2 10 100 1000 | 10000
(1+l) 2 2,25 2,594 | 2,705 | 2,717 | 2,718
n

Goriindiiyli kimi n-in artmast ilo (1 +—j ifadosinin qiymoti ¢ox yavas artir
n

vo = 2,7-yo yaxinlasir. Dogrudan da isbatsiz qobul edacoyimiz asagidaki teorem
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dogrudur.
Fe
Teorem. {[1 + %) :E ardicilligr 2 ilo 3 arasinda yerloson sonlu bir adads yig1-

lir; bu adad irrasional adaddir va e ilo isars olunur:

Mn@+lqn=e, (1)

n—»0 n

e=2,718281... (e=2,7).

(1) limiti ikinci gorkamli limit adlanir.
Isbat stmak olar ki, v = ('l + :—)1 funksiyasinin (B€y) = (—,0) U (0, +w))

da ¥ = o olduqda limiti e odadins barabordir:

hm@+ly=e. 2)

x—>00 X

e adadi iiglin basqga ifads do almaq olur: (2) miinasiboatindo % =0 1sard etsak,

x — w olduqda «x— 0 oldugundan ala bilorik:

1
H%O+aﬁ:e (3)
burada o = =1 (= +1 = Q).

(1), (2), (3) limitlorinin kémayi ilo bir ¢ox limitlor hesablanir.

X—>0 X

Misal. lim(l + 2) =7
—=qa ovazlomasi aparaq. Onda x :E olar. x = = olduqda =— 0 oldugun-
X a

dan yaza bilorik:
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. 2
lim(1+%) —lim(I+a ) = lim((1+a)" ] =

X—®© X a—0 a—0

:[1im(l+a);}2 =e’.

a—0

Cavab: e*
YA
v = e* funksiyasina eksponensial funksiya deyi-
lir. Bu funksiya ii¢lin belo isarolomodon do istifado e L ="
olunur: 1.7
_/ !
o] 1 X
v = g"=exp X.
Y A
v = log, x logarifmik funksiyasi-
na natural logarifmik funksiya deyilir y=Inx
va bels 1sars olunur.
=4
y = log, x = Inx. 7 e g
0 / X

Ali riyaziyyatda natural logarifmlor bagqa asash logarifmlors nisbaton daha

genis totbiq olunur.
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MUHAZIRO 14
FUNKSIYANIN KOSILMOZLIiYi

Kasilmaz funksiyanin torifi

Tutaq ki, f(x) funksiyas1 X ¢oxlugunda toyin olunub vo a noqtssi X -in limit
noqtosidir, & € X.
Torif. Ogor f(x) funksiyasinin x — a oldugda limiti varsa vo bu limit funk-

siyanin x = @ ndqtosindaki qiymatina barabardirss, yoni
lim f(x) = f(a)
A=t

olarsa, onda f(x}) funksiyasina a néqtasinda kasilmaz funksiya deyilir.
Misal 1. y = x* funksiyas1 {—==; 40} ¢oxlugunun hor bir ndqtesinds kasil-

moazdir.

A

¢

Misal 2.

1, xe[0:1]
flx) = {cm: z [0:1]

1 X

f€x) funksiyast x = @vo x = 1 noqtesinde kosilmoz deyildir. Qalan biitiin

noqtalords kasilmozdir.
Torif. Funksiya hor hansi ¢oxlugda toyin olunubsa va bu ¢oxlugun har bir
noqtasinds koasilmazdirsa, bels funksiyaya coxlugda kasilmaz funksiya deyilir.
Toarif. Funksiyanin kosilmoz omadigi néqto homin funksiyanin kasilma nog-
tasi adlanir.

Misal 2-do x = 0vo x = 1 noqtalori baxilan funksiyanin kosilmo noqtolori-

dir.
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Misal 3. y = [x] funksiyasina baxaq, x = ---— 3,-2,—1,0,1,2,3, ... noqtolori -

v = [x] funksiyasinin kosilmo noqtaloridir.

y
3 fommmmeeeee e —
2 —
. —

2 -1 o

Y 2 3

y = x" qiivvat funksiyast ¥« € R {i¢iin kosilmozdir (n € N oldugda).
v = x7 Ustli funksiyasi da (a = 0,a & 1) ¥x € R l¢lin kesilmozdir (homginin

v = cosx, Vv = sinx funksiyalari).
Funksiyanin kasilmazliyinin basqa torifi

Tutaq ki, f(x) funksiyas1 X ¢oxlugunda toyin olunub vo @ € X bu ¢oxlugun
limit noqtosidir. x — @ forqini Ax ilo isars edok vo bu forqi arqumentin x = & nog-
tosindo artimi adlandiraq:

Ax=x—a.

y = f(x) funksiyasinin x = @ ndqtesindo Ax arqument artimina uygun ar-
timim Ay 1lo 1saro edak:

By = FGx) = f(a) = fla+ Ax) - f(a).

}161_1}3 f(x)= f(a) sorti xl_i)grio[ f(x)—-f(a)]=0 vo ya AIETOAy =0 sortino ekviva-
lent oldugundan funksiyanin kasilmozliyinin torifini yeni formada vermok olar.

Tarif. Tutaq ki, v = f(x) funksiyas1 X ¢oxlugunda toyin olunub vo & € X bu
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coxlugun limit noqtesidir. Dgor bu funksiyanin x = a noqtesindoki Ax artimina

uygun Ay artimi Ax — 0 oldugda sonsuz kigik kamiyyat olarsa, yani Alimo Ay=0

olarsa, ¥ = f(x) funksiyasina a noqtosindo kosilmoz funksiya deyilir.

Kasilmoz funksiyalar haqqinda asas teoremlor

Teorem 1. Sonlu sayda kosilmoz funksiyanin comi kasilmoz funksiyadir.

Isbati. Dogrudan da, agor f{x) vo g{x) hor hans1 X coxlugunda kosilmoz

funksiyalardirsa vo a noqtasi X ¢oxlugunun ixtiyari néqtesidirss, onda
lim{ /() + g(x)] = lim £ (x) + lim g(x) = f(a) + g(a)

yoni f(x)+ g(x),Va e X noqtosinds kosilmozdir m

Teorem 2. Sonlu sayda kosilmoz funksiyalarin hasili kesilmoz funksiyadir.

Isbat1 analoji qayda ilo aparilir.
Natica. P(x)=a, +ax+...+a,x" tam polinom (¢oxhadli) funksiyasi kasilmaz

funksiyadir.

Teorem 3. Iki funksiyanin nisbati bolenin sifra ¢evrilmadiyi noqtolorde ko-
silmoz funksiyadir.
Isbati teorem 1-in isbatina analoji qayda ilo aparilir.

n
ag +a;x+...+a,x

n
by+bx+..+bx

Noatica. R(x) = kosr rasional funksiyasi moxracin sifra gev-

rilmadiyi noqtolords kosilmoazdir.

Misal. v = tgx = % funksiyasi x = % + 7k, k € Z noqtalerindon basqa adad

oxunun biitiin noqtalorinds kasilmozdir. y = ctgx funksiyasinin iso kasilma noq-

tolor1 x = wk, k € z noqtaloridir.
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Kasilma noqtalorinin tasnifati

Tutaq ki, x, ndqtesi f(x) funksiyasinin kosilmo noqtosidir. 9gor bu néqtada

funksiyanin sonlu birtorafli

lim /()= /(x,~0) vo lim /()= /(x+0)

X—>Xy—
limitlori varsa, x, kosilma néqtesine f{x) funksiyasinin birinci név kasilmo néqtasi

deyilir (bu vaxt f{x) funksiyasinin x,-da toyin olunmasi vacib deyil);

¢ =Fflxg+0)— flxo—0)
komiyyatina funksiyanin x, néqtssindas si¢rayis: deyilir.

Verilmis araligda sonlu sayda yalniz
birinci nov kosilmo noqtesi olan funk-
siyaya hissa-hissa koasilmoz funksiya deyi- y=F(x)
lir.

Birinci név olmayan kosilmo noqto-
loring ikinci nov kasilmo noqtalori deyilir.

Ikinci nov kesilmo néqtalorinde bir- ]

torafli limitlordon heg olmasa biri ya yox- o x=x1
dur, ya da sonsuzdur (sonlu deyil). Bu

halda, masalon, ogor x = x, f(x) funksi-
yasinin ikinci nov kasilma ndqtasidirss, onda x =x; f(x) funksiyasinin grafikinin

saquli asimptotu adlanir.
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MUHAZIRO 15
FUNKSIYANIN TOROMOSi. TOROMO ANLAYISINA
GOTIRILON MOSOLOLOR

1. Toxunan haqqinda moasalo.

Tutaq ki, M, noqtosi har hansi ko-
silmoz /¢ oyrisinin geyd olunmus ndqto-
sidir.

M,M kosonino baxaq. Ola biler ki,

M noqtost My noqtosine yaxinlasdigca

My M kosoni miioyyon bir M,T limit ve-
zlyyating yaxinlagsin, yoni y = ZMM T — 0 olduqda M — M, olsun. Onda limit
diiz xatti olan M T, ¢ ayrisinin M, noqtesindaki foxunani adlanir, M, noqtasine

189 toxunma noqtasi deyilir.

Masalo. Tutaq ki, » = f(x) hor hansi kesilmoz xottin tonliyidir; My (xg, ¥y )

onun tizorinds yerloson noqtadir. 9gor bu noqtodo homin xotto toxunan varsa,
onun tonliyini yazmali.

Aydindir ki, toxunan (x,,35 ) noéqtesindon keg¢diyindon onun tonliyi
¥ — Yo = k(x—Xp) ()

soklindo olar (k — holalik namoalumdur).

Verilmis oayri iizorinds basqa M{xy + Ax, v + Ay) = M(x,v) noqtesi gotii-
rok. MM kosonini ¢okok. My N||OX, MN L QX olsun. & M NM katetlori Ax vo Ay
olan diizbucaql tigbucaqdir. Tutaq ki, M;M kosoni @¥ oxunun miisbat i1stigamati

ilo @ bucagini amals gatirir. A My/NM-dan yaza bilorik:

k'= qu;:-=§. (2)
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oc ilo MyT toxunaninin X y
oxunun miisboat istigamoti ilo
omolo gotirdiyi bucagi isars edak.

Tutaq ki, M =M, vo ya
Ax — 0. Onda @ —= vo ogor M, T

toxunant @X oxuna perpendi-

%
_— 0

kulyar deyilso, tgx funksiyasinin

kosilmozliyine goro alariq ki,

tge@ = tg «. Onda (2)-do Ax — 0 sortilo limito kegsak, alariq:

i S
ko= tgocm lim 2 (3)

(3)-lin sag torafindaki limits (agor varsa) ¥ = f(x) funksiyasinin x = x5 ndg-
tosindoki toromaosi deyilir vo qisa belos isars olunur:
lim = y" = £'(x)) 4)
Belaliklo alariq ki, absisi verilmis x, olan ndqtads funksiyanin grafiking ¢o-
kilmis toxunanin bucaq amsali funksiyanin téromasinin homin x, ndéqtosindoki
qiymotina borabardir, yoni
k= f'(%o).
Axirincini (1) miinasibatindo nozars alsaq, talob olunan toxunanin tonliyi
¥ — ¥ = f'(x)(x — xq)

soklinds olar.

2. Noqtonin harakat siirati hagqinda masalos
Bu mosalo do téromo anlayisina gotirilir. Tutaq ki, M maddi noqtasi hor han-

s1 diiz xatt tizorindo horokat edir. Bu diiz xotti @X ilo isara o

=3
edok. Zamanin hor bir ¢ anina miioyyon x mosafosi uygun © MM X

golir. Demali, diizxatli harokot edon néqtonin x absisi  zamaninin funksiyasidir:

x = f(t). Bu tonlik harakat tonliyi adlanir.

Mbosalo. Duzxotli horokot edon noqtonin horokot tonliyini bilorak, istonilon
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anda onun siiratini tapmali.
Tutaq ki, M noqtesi ¢ aninda x, t+ Af aninda iso x + Ax mosafosini gedib,
onda:

Ax =x + &x— x = f(t + At) — F(t).

Ax _ f@E+A) - f(@)
At At

nisboti orta siirati ifads edir. &t — @ oldugda orta siire-

tin limiti # anindaki ani siirati verir. £ anindaki ani siirati v ilo 1sars etsok, yaza bi-

lorik:

v=Ilm—= lmf(H_At)_f(t).
At—0 At At—0 At

(4)

9vvalki mosaloys analoji gayda ilo deyo bilorik ki, (4) boraborliyinin sag to-
rofindoki ifads x = f(¢) funksiyasinin t-yo gors téromesidir: @ = f'(t).

Beloliklo, diizxotli horokotin siiroti mosafonin zamana gors toromosina bora-
bordir.

Funksiyanin toromasinin torifi. Toromonin hondasi v fiziki monasi

Tarif. Tutaq ki, ¥ = f(x]} funksiyas:1 hor hansi {a, b) araliginda toyin olunub

vo x bu araligin hor hansi geyd olunmus noqtoesidir. 9gor arqumento Ax artimi

f'\-’ﬁ +-}\ F‘Iﬁ.‘“‘—.:‘

verdikdo (x + Ax € (&, b)), nisbotinin Ax = 0 oldugda limiti varsa,

onda bu limit f(x) funksiyasinin x néqtesinds toramasi adlanir va f’(x) ilo isars

olunur:

flx + Ax) — f(x)
Ax

@)= Jim,

(voyay' = f'(x) = llm =)

— Aa

Misal. y = x* funksiyasinin x (x € R) noqtesinds téramasini tapaq.
Ay = (x + &x"}"’ —x* = Zx Ax + (Ax)®,

= ln Ilm sz + Ax) = 2x,

.1-":‘
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(x%) = 2x.
Cavab: 2x.

Beloliklo, f{x) funksiyasinin téromasi bu funksiyadan miioyyon qayda ilo

alinmis yeni bir f'(x) funksiyasidir. Toéroms funksiyani gostormok iigiin
¥ = f'(x) isaralomasindon basqa i—: = i f(x) vo ya y=f(x) isarolomolorinden

do istifads edirlor.

Toromoya gotirilon masalalordon toromonin hondasi vo fiziki monasi alinir.

Toromonin hondasi manasi. Verilmis y = f(x) funksiyasinin y" = f"(x) to-
romasi x absisli néqtodo homin funksiyanin grafikine ¢okilmis toxunanin bucaq
omsalina borabordir.

Toromonin fiziki monasi.x zamanindan asii y = f(x} funksiyasinin
¥" = f'{x) toromosi baxilan x aninda y funksiyasinin dayisma siiratini verir.

X coxlugunun hor bir néqtesindo téromasi olan funksiyaya homin ¢oxlugda

diferensiallanan funksiya deyilir.
Kasilmoazlikls torams arasinda slaqo

Teorem. Funksiyanin hor hansi noqtodo toéromosi varsa, onda bu funksiya
homin ndéqtads kosilmozdir.

Tors toklif dogru deyil. Kosilmoz funksiyanin téromosi olmaya da bilor.
Dogrudan da, masalon, y = |x| funksiyas: x = @ noqtesinda kasilmazdir, lakin bu
noqtado téromasi yoxdur (bels ki, (0,0) noqtasinds funksiyanin grafikine toxunan
yoxdur).

Indi teoremin isbatini verak.

Tutaq ki, v = f(x) funksiyasinin x ndqtosindo

toromosi var. Onda bu noqtoda: y=ixl
‘e . Ay
y@= :!.!-'l]na '

Isbat edok ki, f(x) funksiyas: x noqtasinda ko-
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silmozdir, basqa sozlo isbat edok ki, }imﬂ&y = (. Dogrudan da, Ax = 0 oldugda
Saree
Ay = i—‘ » &Ax oldugundan yaza bilorik:
&

. Gy
im &y = lim ("‘im) =lm=:lmax=y":-0=0.1
dx—0 dx— D WX Sr—0dx Sx—0
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